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1. Resultados clasico-cuanticos versus resultados cuanticos exactos para una particula en una caja

1.1) Resultados clasicos

- Particula en una caja (paredes impenetrables):

- T 20T
> a:(t):TZ:OaTCOS(th); aT:UI, T=0; aT:—#, T=135...; a, =0, 7=2,46,...; w,=7w,

[ Posicion en funcién del tiempo = x(t) € [0, L] (FIG. 1); Amplitud de Fourier=a,; L = vT/2.]

- Particula en una caja (paredes transparentes):

> :c(t):ZcTexp(int); cc=—, 7=0; c¢=i—, T=F1,£2,43,...; w,=Tw, w=-—. <

T=—00

[ Posicién en funcién del tiempo= x(t) € [0, L] (FIG. 2); Amplitud de Fourier=c,; L = vT ]
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1.2) Resultados clasico-cuanticos

- Use la regla de cuantizacion de Bohr-Sommerfeld-Wilson (BSW) para sistemas unidimensionales periédicos:

1

— @ dxmu(x) = nh.
2m

- Particula en una caja (paredes impenetrables):

2 2
vzv(n):ﬂ—znﬁEEE(n)—h—<n—ﬂ> , n=1,23....

m 2m \ L T
L 4L
> aT:aT(n)ZE, 7=0; aT:aT(n):—W, r=135...; a-=a;(n)=0, 7=246,....
2
h
> wT:Tw@wT(n):Tw(n):T27rU2(Z> iwf(n):T;LG <

[ Posicion en funcién del tiempo y del estado cuantico= z(t,n) =Y 2 a,(n) cos(w,(n)t).]

- Particula en una caja (paredes transparentes):

2rh R 2nm\?
UEU(TL):L’RiEEE(n)— (E> , n=0,1,2,....

mL “om \ L
L . L
» c.=c(n)==, 7=0; ¢ =c¢n)=i—, 7T=+41,4243,.... <
2 2nT
472h
> W, =Tw S w(n)=Tw(n) = TQ?TU(n) = w.(n)=r71 WLQn. <
m

[ Posicion en funcién del tiempo y del estado cuantico= x(t,n) = > .72 ¢ (n) exp(iw,(n)t).]

T=—00 T



1.3) Resultados cuanticos

- Heisenberg (1925) asigna a x una matrix de arménicos &, ,,, = ¢y, m €xp(iw,, ,t) (asociada a la transiciéon n — m):

Tnm = <\Ijn ‘ €T | \Ijm> ; Cnom = <¢n ‘ X ‘ ¢m> ; \Dn = wn eXp(_ZEnt/h); Wnm = T .
- Particula en una caja (paredes impenetrables):
L 1 4L 1-1Z% 1
> Unn—1 = Cnn—r = 5 7:07 Ann—7 = ;Cnpn—1 = — n2’ 7:173757"'; Upp—r = =Cppr =0, 7:274767"'
’ ’ 2 ) 2 ’ 7T2T2 (1 . 2l> ’ 2 )

> w2h (1 T > <
[ n{l——).
T mL? 2n
- Se verifica el siguiente resultado:

[ - n;T ar(n);  Wpn—r n;; wr(n) =1w(n). <

[ Amplitud de Heisenberg = a,,,—r; ¥, = \/% sin (“2z) , B, = 2 (’”‘—L”)2 ,n=1,23,...;9,(0) =, (L) =0.]

- Particula en una caja (paredes transparentes):

L . L
» cinr=—, 7=0; chpp,r=1—, T=+1,£24£3 .... <«
’ 2 ' 2nT
. Am2h <1 7’) <
Wnner = T n(l——]).
’ mL? 2n

- Se verifica el siguiente resultado:

> Conr = C(N); Whpnor — wi(n)=Tw(N). <
n>t

: . . 2 2
[ Amplitud de Heisenberg = ¢, ,—r; ¥y, = \/% exp (+i2%z) , B, = 2= (25)" , n=0,1,2,...; ¥,(0) = ¢, (L), ¢}, (0) = ¢/, (L).]
Conclusién: En la aproximacién n > 7 los resultados clasico-cuanticos coinciden con los resultados cuanticos exactos.
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2. La particula en un pozo infinito versus la particula en una caja

2.1) Particula en un pozo infinito

- Se considera el siguiente estado general en x € (—00, +00):

= gAnwn(x) exp (—z—t) ZAnun x) exp (—z%t) (O(x) — Oz —a)) ;  un(z) = \/gsin (”aﬂ) L n=1,23....

- El potencial tiene la forma:
V(z) = lim Vo (©(—2x) +O(x —a)) .

- Los valores medios de la posicién, el momentum y la fuerza son (se usa n = av/2ME,,/thy m = ay/2ME,, /7h):

X a 2K = VE.Ey, ntm (En — En)
n=1 m=1 n m
(nm)

> (P)y = (T |—m—|x11 —Z—ZZA A V ((—1)n+m—1) exp (zwt) , <

n=1 m=1 h
(n#m)
~ +OO — — —
By = (0| v |0 = tin [ a0 (3(0) — 0o - 0)) Wat) =  Jim Vo (0, 0)¥(a.1) ~ T0.0¥(0.0)
= _Viliﬂoovo Z Z AnAm (an(a%bm(a) - (En(o)qu(())) €xp <Z(ELhEm)t) {%(Oéa) = V}Jllnoo(ﬁn(()éa)}

i3S At (a2 B 2V ()

Voo n=1 m=1 a ‘/0 a Vb h
. 2 e e E,—E,
> = (F)y = - Z Z Ay Ay EnEy, ((—1)"™ — 1) exp (Z(—h)t) . <
n=1 m=1
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-Se verifica el teorema de Ehrenfest:

2.2) Particula en una caja

- Se considera el siguiente estado general en x € [0, al:

- E, 2
u(z,t) = E Anuy,(z) exp (—ift) ;o up(z) = \/jsin <@> , n=1,23,...; u0,t) =u(a,t) =0. < Condicién de frontera de Dirichlet
a a
n=1
- El potencial en el interior de la caja es nulo:
v(x) =0

Procedimiento general
- Los valores medios de la posicién, el momentum y la fuerza son:

N . L0 5 d
)= (ulwlu), Gh=(ul =i ), (flu=(u] =7 v@) ).

- El Hamiltoniano es h y u(z,t) satisface la ecuacién de Schrodinger:

. h? 07 . 0
h = 90 922 +o(x), hu(z,t)=1ih au(m,t) :
- En general:
L oh = Llul 6 u) = (w6 u)+(ulo]u)=2(hulo|u)—L(ulo]hu)
dtou—dtuou—utou uout—huou huou
7 R 7 . 7 ~
= (a0 fu) — +(u | ou) + (| [B,6] | u)
- Se obtienen los siguientes resultados:
> d<A> __ih ou B ou - a—i-l(A) < » d<A> __h2 8ﬂ8u__82u a+<f> <
dtxu 2M * 3xu u@x w 0 Pl dtpu— 2M | Ox Ox uaxQ 0 v




- En nuestro caso, los resultados son:

d . 1, d . R* [Ououl|®
I R e e
- fB es una fuerza que depende del estado ((f5), es un término de frontera):
R 1 0 [0udu
=——— (=) .
fo(@,1) 2M |u|? Ox (8ZE 81)
Conclusién
- Al comparar los resultados en los dos problemas, se tiene que:
(X)w = @), (Plo= 0, Flo={fpu-
- En cada uno de los problemas se tiene un teorema de Ehrenfest que tiene sentido:
Particula en un pozo infinito N\, Particula en una caja
d , - 1 - d - ~ d 1 d
—X :—P —P :F _Au:_Aua _Au: u
> CXe =P, (Pl = (P« e Sli= e = (ah

Comentarios

- Estos resultados ratifican la consistencia interna del formalismo de la mecanica cuantica.

- En ambos casos, la particula solo se puede mover entre las barreras impenetrables en z =0y x = a.

- En una caja se tiene una familia de cuatro parametros de condiciones de frontera (impenetrables y no impenetrables) para h = ht.

Por ejemplo: o -
ot | = e T | =

- Asimismo, en una caja se tiene una familia de solo dos parametros de condiciones de frontera impenetrables para h = ht. Por ejemplo:
u'(a) +nyu(a) =0, u'(0)+n-u0)=0, nreRU{x}.

- Sin embargo, el limite Vi — oo solo conduce a la condicién de frontera de Dirichlet, u(a) = u(0) = 0.



- Calculo formal:

3. Sobre el calculo formal de d(z)/dt y d(p)/dt para la particula en una caja

3.1) Derivadas con respecto al tiempo de (%)

d d T, - 7 - ) .

— () = —(V, 2V ) =—(HV, 2V ) — (¥, HzV —(V || H,z||W
iy = Sw i) = Lo s — Lpw i)+ Low 6] ),
. . Rz . ih
HY V) — (U, HiV) = |ihxj + — V|| Hz||V)=——(p
(020) = (1) = inoj+ 5o || L (W] 18] %) = =22,

- j es la densidad de corriente de probabilidad y ¢ es la densidad de probabilidad:

- Resultado:

. . ih (O - ov _
.]_j(wi_% <%‘1’—‘P%) ) Q—Q(l‘ﬂf)—‘l"l’-
d T A (L
> G = i g ) <

- &= p=—ihd/0xy H = p*/2m + V satisfacen las siguientes relaciones:

b

B X . 2 [-00 Ov
VU, zd) — (20, P) =0 U, p®) — (p¥,d) = —ih | VD vV.H®) —(HV,¢)=—— ([V— — —O
(0.20) - (20,8) =0, (0,0) — (40.8) = —in [92][,, (v.F9) - (Fv0) =~ |65 - Te)
- Si (U, 2HU) = (20, HV) (ya que & es hermitico), entonces 4(z) € R,y por lo tanto 4 () = —%Im(ﬁ@,i@) = [—zov]|’ + (0)

donde j = pvy (0) = (p)/m € R.

- Si p s hermitico, entonces [o]|% =0y (p) € R. Ademas, [2]]

b

a

e :0:>[a—%]|z,yaque%+%:0.

- Si H es hermitico, entonces [j]|> =0y (H) € R.

- Ejemplos:

() W(a,t) = W(bt) =0 = %(@ _ %@).
(i) U(—00, ) = B(+00,8) 50 = %m _ %@).
(i) U(a,t) = U(b,1), Ua(a,t) = (b t) = %(@ = (b~ a)j(a 1) + ().



3.2) Derivadas con respecto al tiempo de (p)

- Calculo formal:

d d T, o~ 1 - ) .
—(p) = —(V,pV ) =-(HV,pV) — (¥, Hp¥ —(V || H,p||WV
Cp) = (WYY = (Y ) — (W HPY) + (W | [H,5] ] V),
- - R [ovow _ow]l dv .
HU 50 — (U, HpU ) = ifi—— Bt v U) = —in{ =22V =
w ) (v, gy —ing | SESE WS ||wa) ) = an =) = —inif,
- f = f(z) = —dV/dx es el operador fuerza externa clasica.
- Resultado: ,
d R? [OUOV  _0*W A
Sl A W B /il
> dt<p> 2m {83: Ox 03:2} A
-Si (W, pHT) = (p¥, HV) (ya que j es hermitico), entonces < () € R, y por lo tanto & (p) = —2Im( H¥,p¥ ) = —p [§v2—V—Q]|Z+
2 2 2 2 2 2
)+ <_8_Q>, donde j=ovy Q= _E_ﬁaaal;\g' _ _gh_m\/%aax{ _ 4h_m [% <%%) — %%] € R es el potencial cuantico de Bohm.
- De hecho, £(p) = —2Im(HY,pV ) — [VHV), (H =ihl).
- Ejemplos:
d R [ovow]l” .
i) w =V = —(p) = —_— .
0 We) =¥ =0 = L6 -5 | T i
1 d N
(i) U(£oo,t) = lim —0(e>0) = —(p) ={(f)
:c—):l:oo|I|2 dt
d .
(iii) Tla,t) = T(b,2), Vu(at) = Valbyt) = —{p)=(f).
- Otros resultados:
h2 0w 0w 1|° ) 00 m b R 1 [/90\> m b
[amax} @Q'a+<—%>‘95” a—‘s—m(a—g;) - o,
2 0*W m , hojll m o,
Tom [‘I’ax] - [‘QQ—@?’ “5%} = [ea-eg|

> =

Sl



d /5.
- Otras maneras de expresar & (p):

d . 2 N = A b
(P = =S Im( AW, pw) - [\IIH\II] )
. b
- Si [\IIH\II} = 0 (lo cual ocurre si p es hermitico), entonces
oV |y = [—QQ—Q—U2] b
@ 2 a
- Resultado: ,
d . A R 1 (0o ? m o
> E<P> = ——Im(HY,pV) = “Smo (@) —oyvi oV
- Ejemplos:
d B2 1 (90\> A Q)
\I[ - \II = — Py = —— — — — .
0 Ve =¥b =0 = i =-g = () | 1= (-5
i) W(00,0) = I 0(c>0) = () =)
() Wiekoo, 1) = lip g = 0 (c> 7
d N
(iii) Tla,t) = T(b,2), Vu(at) = Valbst) = —{p)=(f)
- La fuerza cuantica es:
00 10 B2 1 (00\° 10 [ K o
> fo=—F=—F5|-00Q——-| = =——|—p=—
or oO0x 8m o \ Ox 00x | 4m~ Ox?
- Asi que, (fg) es siempre un término de frontera. Es decir,
b
b R 1 (do\° o
_ _ b L [Oe _r Y
o) = [ aroto=s@l— 4T (32) | = 1 o ho)

10




4. La particula en un salto infinito versus la particula en una semi-linea

4.1) Particula en un salto infinito

- Se considera el siguiente estado general en x € (—00, +00):

U(a,t) = OOO \;”“_ A(K) () exp (—i%t) — O(—2) /OmﬁA(k) () exp (—i%t) . up(x) = 2isin (k) |

- El potencial tiene la forma:

- Los valores medios de la posicién, el momentum vy la fuerza son (se usa k = V2M Ey/hy k' = /2M Ey/ /h):
4h2 dk:dk’ VELEy Ey — Ey
> (X)y = (U] 2| D) / / R AR YD o <th> <

(B — Ep)? I
> (P <\1f|—m—|qf —m4/ / dkdk’ 1 (k’)b@exp(z'@t), <
(Fy =¥ | -2V (s )|‘1’>=—V})1gloo (e 3(0) V(o) = — Jim oF(0.0(0,1)
—— i [ [T A @O0 e ((F5E) 0 = i o)

L dkdk’ [E, [E (Ex — Ev)
= —Vilinoo‘/o/ / (k )2 % ( 22) 70€Xp (ZTt)
. - Ey, — Ep
> = <F>\p = —4/ / d];ik A(]C)A(k?/)\/ EkEk/ exp ( (k—hk)t) . <4
0 0

-Se verifica el teorema de Ehrenfest:

11



4.2) Particula en una semi-linea

- Se considera el siguiente estado general en x € (—o0, 0]

> dk E
u(z,t) = /0 Nr A(k)uy(x) exp (—i%t) i ug(x) = 2isin (kx) ;  w(0,t) = 0. < Condicién de frontera de Dirichlet

- El potencial en el interior de la semi-linea es nulo:
p(x) =0.

Procedimiento general
- Los valores medios de la posicion, el momentum y la fuerza son:

(@)u = (ulwlu), <ﬁ>u=<UI—ih£|u>, (f>u=<UI—i<P($)IU>-

ox dx
- El Hamiltoniano es h y u(z,t) satisface la ecuacién de Schrodinger:
- h? o2 - 0
h = 5N 92 +o(z), hu(x,t)=1ih au(a:,t) :
- Se obtienen los siguientes resultados:
> 1<A> __th @ _—@ Sy ' +i<A> < » iw __h_2 @%_—@ ' +<f>
a7 T Toar [P\ e YT Y on w - e at T o | or 0r - Von2 - v

- En nuestro caso, los resultados son (se supone que u(—o0,t) — 0):

d 1 d h2 [ Ou Ou

> =g <> G0y G| =t

- fB es una fuerza que depende del estado ({f5), es un término de frontera):

e L0 (on o
BT 2M ]U\Q Ox \ Oz 0z )

12



Conclusién
- Al comparar los resultados en los dos problemas, se tiene que:

~ ~

(X)w =@y Pro=(Dus (Fv={fB)u

- En cada uno de los problemas se tiene un teorema de Ehrenfest que tiene sentido:

Particula en un salto infinito N\, Particula en una semi-linea
d , - 1 . d  » - d . 1, d,.
> S Xv=10Ple, —({Ple = € > S (@)u =Dy i B)u=(fo)u

Comentarios

- Estos resultados ratifican la consistencia interna del formalismo de la mecéanica cuantica.

- En ambos casos, la particula solo se puede mover entre la barrera impenetrable en x =0, y © = —o0.

- En una semi-linea se tiene una familia uniparamétrica de condiciones de frontera impenetrables para i = h'. Por ejemplo:

u'(0) +nu(0) =0, neRU{co}.

- Sin embargo, el limite V; — oo solo conduce a la condicién de frontera de Dirichlet, u(0) = 0.
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5. La trayectoria clasica a partir del movimiento cuantico para la particula en una caja (transparente)

5.1) El Principio de Correspondencia como limite

» h—0, n—o0o, nh=constante =

- El limite clasico es i — 0, el limite de nameros cuanticos altos es n — o0, y de la regla de cuantizacién de Bohr-Sommerfeld-Wilson
(BSW) se tiene que

1 J
h=—0d = —
nh= o depla) = 2
donde J es la accién clasica, p(z) es el momentum clasico, y la integral se hace en un periodo entero del movimiento.
- Bajo las condiciones establecidas en el Principio de Correspondencia, se debe cumplir que
> (B)(1) = (T, 20) = x(t), (P)(t)=(¥,pY) = p(t) <=

(el estado general ¥ = W(x,t) esta normalizado, y x(t) y p(t) son la posicién y el momentum clasicos).
5.2) Resultados clasicos y cuanticos

- Resultados clasicos:
—+o0

a a 1 27T
(0#)T=—00

1
0
0%
01
05
o5
o0
02
o
s os 10 15 20 25 30 35

FIG. 3 7

[ Posicion en funcion del tiempo = z(t) € [0, a] (FIG. 3).]
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- Resultados cuanticos:

> ﬁ:p_:i(_m%) :_%%, Dom(H) ~ {W(0,1) = U(a,t), C,(0,1) = Vy(at)}

-H y p conmutan y comparten autofunciones.
- (i) Las autofunciones de p con autovalores p,, = +2mhn son:

1 2mn K2 (2mn) >
On(T) = %exp (sz) , E,= % <T) (n=1,2,3,...)

- (ii) Las autofunciones de p con autovalores p,, = —27hn son:

1 2mn B2 [ 2mn\?
Xn(x) = % exp (—ZTJJ> , E,= ﬂ (T) (n=1,2,3,...)

- (iii) La autofuncién de p con autovalor p,—o = 0 es:

Pn(z) = E,=0 (n=0)

1
\/a’
- El estado normalizado mas general tiene la forma:

- En E, - E,
= ;A—an(x) exp (—ift) + Aotho() exp (—ift) + ;Ancbn(i’f) exp <—2'7t> ;
donde . .
DAL+ AP+Y 1A P=1 « |V |[P=(¥,0)=1
n=1 n=1

- El valor medio del operador posiciéon & = x viene dado por:

(Z)(t) = (¥, 2¥) = /Oa dra | U(z,t) |?

R a .a = - 1 (E, — E,) O o= e - 1 (E, — E,,
= (z)(t) :5 ig E g AR A —, €XP [Z(T]— io E g A_nA_mn—meXp {Z< . )t}
n=0 m=0 n=0 m=0
(n#£m) (#7)

15



O = 1 (E, — E,) R | (E, — E,)
_@%Z ZA_"Amn+m exp [th} + z% Z Z A_nAmn—l— - exp [—th )

- Imponiendo la condicién A_,, =0 con n =1,2,3,... (particula moviéndose de izquierda a derecha) se obtiene el resultado:

@O = L4 3 Y Ad,— e BBl

n=0 m=0
(n#m)

n=1 n=0

donde

5.3) Limite asociado al Principio de Correspondencia impuesto sobre () (t)

- (Z)(t) puede ser escrito de la siguiente forma (7‘ =n—-m=m=n-—7T)

> (@)() = Z ZA AnTeXp{(E hE” T)t} <

-Enellimite n>> 1, o n~n— 7 (n> 7), junto con nh = constante (A — 0):

E,—FE,_. 5 1 (1 T ) 1 2nT
— =27 T|l—— ) =2r—57=——
n jua? m T T(n)
2nnh 2nnh

donde el periodo de la particula clasica en funcién de n, T'(n), fue obtenido de la regla de cuantizacién BSW.
- Finalmente, asumiendo que la suma sobre n en (Z)(¢) es apreciable solo en n = N con N > 1, usando la aproximaciéon n ~n — 7,
y asumiendo que en la vecindad de N el periodo T'(n) no cambia mucho (de hecho, T'(n) =~ T = ay/pu/2E), se obtiene:

o0

DINEITEa SRS Aoty [ 4] = it ;}O;ew[i;g)t} S Aa,

T=—00 naround N n around N
(7#0) (7#0)

o

1 2m
> = <§:>(t)~g+z'2i 3 ;exp(z%t)zx(t) <

(r#0)

Conclusién: (z)(t) y x(t) estan de acuerdo bajo las condiciones del Principio de Correspondencia.
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