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1. Resultados clasico-cuánticos versus resultados cuánticos exactos para una partícula en una caja

1.1) Resultados clásicos

�
- Partícula en una caja (paredes impenetrables):

I x(t) =
∞∑
τ=0

aτ cos(ωτ t) ; aτ =
vT

4
, τ = 0 ; aτ = − 2vT

π2τ 2
, τ = 1, 3, 5, . . . ; aτ = 0 , τ = 2, 4, 6, . . . ; ωτ = τω , ω =

2π

T
. J

[ Posición en función del tiempo= x(t) ∈ [ 0, L ] (FIG. 1); Amplitud de Fourier= aτ ; L = vT/2 . ]
�

- Partícula en una caja (paredes transparentes):

I x(t) =
∞∑

τ=−∞

cτ exp(iωτ t) ; cτ =
vT

2
, τ = 0 ; cτ = i

vT

2πτ
, τ = ±1,±2,±3, . . . ; ωτ = τω , ω =

2π

T
. J

[ Posición en función del tiempo= x(t) ∈ [ 0, L ] (FIG. 2); Amplitud de Fourier= cτ ; L = vT . ]
�

FIG. 1
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1.2) Resultados clasico-cuánticos

�
- Use la regla de cuantización de Bohr-Sommerfeld-Wilson (BSW) para sistemas unidimensionales periódicos:

1

2π

�
dxmv(x) = n~ .

�
- Partícula en una caja (paredes impenetrables):

v ≡ v(n) =
π~
mL

n ⇒ E ≡ E(n) =
~2

2m

(nπ
L

)2

, n = 1, 2, 3, . . . .

I aτ = aτ (n) =
L

2
, τ = 0 ; aτ = aτ (n) = − 4L

π2τ 2
, τ = 1, 3, 5, . . . ; aτ = aτ (n) = 0 , τ = 2, 4, 6, . . . . J

I ωτ = τω ⇔ ωτ (n) = τω(n) = τ2π
v(n)

2L
⇒ ωτ (n) = τ

π2~
mL2

n . J

�
[ Posición en función del tiempo y del estado cuántico≡ x(t, n) =

∑∞
τ=0 aτ (n) cos(ωτ (n)t). ]

�
�

- Partícula en una caja (paredes transparentes):

v ≡ v(n) =
2π~
mL

n ⇒ E ≡ E(n) =
~2

2m

(
2nπ

L

)2

, n = 0, 1, 2, . . . .

I cτ = cτ (n) =
L

2
, τ = 0 ; cτ = cτ (n) = i

L

2πτ
, τ = ±1,±2,±3, . . . . J

I ωτ = τω ⇔ ωτ (n) = τω(n) = τ2π
v(n)

L
⇒ ωτ (n) = τ

4π2~
mL2

n . J

�
[ Posición en función del tiempo y del estado cuántico≡ x(t, n) =

∑∞
τ=−∞ cτ (n) exp(iωτ (n)t). ]
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1.3) Resultados cuánticos

�
- Heisenberg (1925) asigna a x una matrix de armónicos xn,m ≡ cn,m exp(iωn,mt) (asociada a la transición n→ m):

xn,m = 〈Ψn | x | Ψm〉 ; cn,m = 〈ψn | x | ψm〉 ; Ψn = ψn exp(−iEnt/~); ωn,m =
En − Em

~
.

�
- Partícula en una caja (paredes impenetrables):

I an,n−τ = cn,n−τ =
L

2
, τ = 0 ; an,n−τ =

1

2
cn,n−τ = − 4L

π2τ 2

1− τ
n(

1− τ
2n

)2 , τ = 1, 3, 5, . . . ; an,n−τ =
1

2
cn,n−τ = 0 , τ = 2, 4, 6, . . . . J

I ωn,n−τ = τ
π2~
mL2

n
(

1− τ

2n

)
. J

- Se veri�ca el siguiente resultado:

I an,n−τ →
n�τ

aτ (n) ; ωn,n−τ →
n�τ

ωτ (n) = τω(n) . J

[ Amplitud de Heisenberg= an,n−τ ; ψn =
√

2
L

sin
(
nπ
L
x
)
, En = ~2

2m

(
nπ
L

)2
, n = 1, 2, 3, . . . ; ψn(0) = ψn(L) = 0. ]

�
�

- Partícula en una caja (paredes transparentes):

I cn,n−τ =
L

2
, τ = 0 ; cn,n−τ = i

L

2πτ
, τ = ±1,±2,±3, . . . . J

I ωn,n−τ = τ
4π2~
mL2

n
(

1− τ

2n

)
. J

- Se veri�ca el siguiente resultado:

I cn,n−τ = cτ (n) ; ωn,n−τ →
n�τ

ωτ (n) = τω(n) . J

[ Amplitud de Heisenberg= cn,n−τ ; ψn =
√

1
L

exp
(
+i2nπ

L
x
)
, En = ~2

2m

(
2nπ
L

)2
, n = 0, 1, 2, . . . ; ψn(0) = ψn(L),ψ′n(0) = ψ′n(L). ]

Conclusión: En la aproximación n� τ los resultados clásico-cuánticos coinciden con los resultados cuánticos exactos.
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2. La partícula en un pozo in�nito versus la partícula en una caja

2.1) Partícula en un pozo in�nito

�
- Se considera el siguiente estado general en x ∈ (−∞,+∞):

Ψ(x, t) =
∞∑
n=1

Anψn(x) exp

(
−iEn

~
t

)
=
∞∑
n=1

Anun(x) exp

(
−iEn

~
t

)
(Θ(x)−Θ(x− a)) ; un(x) =

√
2

a
sin
(nπx

a

)
, n = 1, 2, 3, . . . .

- El potencial tiene la forma:
V (x) = ĺım

V0→∞
V0 (Θ(−x) + Θ(x− a)) .

- Los valores medios de la posición, el momentum y la fuerza son (se usa n = a
√

2MEn/π~ y m = a
√

2MEm/π~):

I 〈X̂〉Ψ = 〈Ψ | x | Ψ〉 =
a

2
+

2~2

Ma

∞∑
n=1

∞∑
m=1

(n6=m)

ĀnAm

√
EnEm

(En − Em)2

(
(−1)n+m − 1

)
exp

(
i
(En − Em)

~
t

)
, J

I 〈P̂ 〉Ψ = 〈Ψ | −i~ ∂
∂x
| Ψ〉 = i

2~
a

∞∑
n=1

∞∑
m=1

(n6=m)

ĀnAm

√
EnEm

En − Em
(
(−1)n+m − 1

)
exp

(
i
(En − Em)

~
t

)
, J

〈F̂ 〉Ψ = 〈Ψ | − d

dx
V (x) | Ψ〉 = ĺım

V0→∞

� +∞

−∞
dx Ψ̄(x, t)V0 (δ(x)− δ(x− a)) Ψ(x, t) = − ĺım

V0→∞
V0

(
Ψ̄(a, t)Ψ(a, t)− Ψ̄(0, t)Ψ(0, t)

)
= − ĺım

V0→∞
V0

∞∑
n=1

∞∑
m=1

ĀnAm
(
φ̄n(a)φm(a)− φ̄n(0)φm(0)

)
exp

(
i
(En − Em)

~
t

) [
ψn(0 ó a) = ĺım

V0→∞
φn(0 ó a)

]

= − ĺım
V0→∞

V0

∞∑
n=1

∞∑
m=1

ĀnAm

(
(−1)n+m 2

a

√
EnEm
V0

− 2

a

√
EnEm
V0

)
exp

(
i
(En − Em)

~
t

)

I ⇒ 〈F̂ 〉Ψ = −2

a

∞∑
n=1

∞∑
m=1

ĀnAm
√
EnEm

(
(−1)n+m − 1

)
exp

(
i
(En − Em)

~
t

)
. J
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-Se veri�ca el teorema de Ehrenfest:

I
d

dt
〈X̂〉Ψ =

1

M
〈P̂ 〉Ψ , J I

d

dt
〈P̂ 〉Ψ = 〈F̂ 〉Ψ . J

�

2.2) Partícula en una caja

�
- Se considera el siguiente estado general en x ∈ [0, a]:

u(x, t) =
∞∑
n=1

Anun(x) exp

(
−iEn

~
t

)
; un(x) =

√
2

a
sin
(nπx

a

)
, n = 1, 2, 3, . . . ; u(0, t) = u(a, t) = 0. ← Condición de frontera de Dirichlet

- El potencial en el interior de la caja es nulo:
v(x) = 0 .

Procedimiento general
- Los valores medios de la posición, el momentum y la fuerza son:

〈x̂〉u = 〈u | x | u 〉 , 〈p̂〉u = 〈u | −i~ ∂
∂x
| u 〉 , 〈f̂〉u = 〈u | − d

dx
v(x) | u 〉 .

- El Hamiltoniano es ĥ y u(x, t) satisface la ecuación de Schrödinger:

ĥ = − ~2

2M

∂2

∂x2
+ v(x) , ĥu(x, t) = i~

∂

∂t
u(x, t) .

- En general:
d

dt
〈ô〉u =

d

dt
〈u | ô | u 〉 = 〈ut | ô | u 〉+ 〈u | ô | ut 〉 =

i

~
〈 ĥu | ô | u 〉 − i

~
〈u | ô | ĥu 〉

=
i

~
〈 ĥu | ô | u 〉 − i

~
〈u | ĥ | ôu 〉+

i

~
〈u | [ ĥ, ô ] | u 〉 .

- Se obtienen los siguientes resultados:

I
d

dt
〈x̂〉u = − i~

2M

[
x

(
∂ū

∂x
u− ū ∂u

∂x

)
− ū u

]∣∣∣∣a
0

+
1

M
〈p̂〉u , J I

d

dt
〈p̂〉u = − ~2

2M

[
∂ū

∂x

∂u

∂x
− ū ∂

2u

∂x2

]∣∣∣∣a
0

+ 〈f̂〉u . J
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- En nuestro caso, los resultados son:

I
d

dt
〈x̂〉u =

1

M
〈p̂〉u , J I

d

dt
〈p̂〉u = − ~2

2M

[
∂ū

∂x

∂u

∂x

]∣∣∣∣a
0

≡ 〈fB〉u . J

- fB es una fuerza que depende del estado (〈fB〉u es un término de frontera):

fB(x, t) ≡ − ~2

2M

1

|u|2
∂

∂x

(
∂ū

∂x

∂u

∂x

)
.

�
Conclusión
- Al comparar los resultados en los dos problemas, se tiene que:

〈X̂〉Ψ = 〈x̂〉u , 〈P̂ 〉Ψ = 〈p̂〉u , 〈F̂ 〉Ψ = 〈fB〉u .

- En cada uno de los problemas se tiene un teorema de Ehrenfest que tiene sentido:

Partícula en un pozo in�nito ↙ ↘ Partícula en una caja

I
d

dt
〈X̂〉Ψ =

1

M
〈P̂ 〉Ψ ,

d

dt
〈P̂ 〉Ψ = 〈F̂ 〉Ψ J I

d

dt
〈x̂〉u =

1

M
〈p̂〉u ,

d

dt
〈p̂〉u = 〈fB〉u J

�
Comentarios
- Estos resultados rati�can la consistencia interna del formalismo de la mecánica cuántica.
- En ambos casos, la partícula solo se puede mover entre las barreras impenetrables en x = 0 y x = a.
- En una caja se tiene una familia de cuatro parámetros de condiciones de frontera (impenetrables y no impenetrables) para ĥ = ĥ†.
Por ejemplo: [

u(a)− iλu′(a)
u(0) + iλu′(0)

]
= Û

[
u(a) + iλu′(a)
u(0)− iλu′(0)

]
, Û † = Û−1 .

- Asimismo, en una caja se tiene una familia de solo dos parámetros de condiciones de frontera impenetrables para ĥ = ĥ†. Por ejemplo:

u′(a) + η+u(a) = 0 , u′(0) + η−u(0) = 0 , η± ∈ R ∪ {∞} .

- Sin embargo, el límite V0 →∞ solo conduce a la condición de frontera de Dirichlet, u(a) = u(0) = 0.
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3. Sobre el cálculo formal de d〈x̂〉/dt y d〈p̂〉/dt para la partícula en una caja

3.1) Derivadas con respecto al tiempo de 〈x̂〉
�

- Cálculo formal:
d

dt
〈x̂〉 =

d

dt
〈Ψ, x̂Ψ 〉 =

i

~
〈 ĤΨ, x̂Ψ 〉 − i

~
〈Ψ, Ĥx̂Ψ 〉+

i

~
〈Ψ | [ Ĥ, x̂ ] | Ψ 〉 ,

〈 ĤΨ, x̂Ψ 〉 − 〈Ψ, Ĥx̂Ψ 〉 =

[
i~xj +

~2

2m
%

]∣∣∣∣b
a

, 〈Ψ | [ Ĥ, x̂ ] | Ψ 〉 = −i~
m
〈p̂〉,

- j es la densidad de corriente de probabilidad y % es la densidad de probabilidad:

j = j(x, t) =
i~
2m

(
∂Ψ̄

∂x
Ψ− Ψ̄

∂Ψ

∂x

)
, % = %(x, t) = Ψ̄Ψ.

- Resultado:

I
d

dt
〈x̂〉 =

[
−xj +

i~
2m

%

]∣∣∣∣b
a

+
1

m
〈p̂〉 J

- x̂ = x, p̂ = −i~∂/∂x y Ĥ = p̂2/2m+ V satisfacen las siguientes relaciones:

〈Ψ, x̂Φ〉 − 〈x̂Ψ,Φ〉 = 0 , 〈Ψ, p̂Φ〉 − 〈p̂Ψ,Φ〉 = −i~
[

Ψ̄Φ
]∣∣b
a
, 〈Ψ, ĤΦ〉 − 〈ĤΨ,Φ〉 = − ~2

2m

[
Ψ̄
∂Φ

∂x
− ∂Ψ̄

∂x
Φ

]∣∣∣∣b
a

.

- Si 〈Ψ, x̂ĤΨ〉 = 〈x̂Ψ, ĤΨ〉 (ya que x̂ es hermítico), entonces d
dt
〈x̂〉 ∈ R, y por lo tanto d

dt
〈x̂〉 = −2

~Im〈 ĤΨ, x̂Ψ 〉 = [−x%v ]|ba + 〈v̂〉,
donde j ≡ %v y 〈v̂〉 = 〈p̂〉/m ∈ R.
- Si p̂ es hermítico, entonces [ % ]|ba = 0 y 〈p̂〉 ∈ R. Además,

[
∂%
∂t

]∣∣b
a

= 0⇒
[
∂j
∂x

]∣∣b
a
, ya que ∂%

∂t
+ ∂j

∂x
= 0.

- Si Ĥ es hermítico, entonces [ j ]|ba = 0 y 〈Ĥ〉 ∈ R.
- Ejemplos:

(i) Ψ(a, t) = Ψ(b, t) = 0 ⇒ d

dt
〈x̂〉 =

1

m
〈p̂〉.

(ii) Ψ(−∞, t) = Ψ(+∞, t)→ 0 ⇒ d

dt
〈x̂〉 =

1

m
〈p̂〉.

(iii) Ψ(a, t) = Ψ(b, t) , Ψx(a, t) = Ψx(b, t) ⇒ d

dt
〈x̂〉 = (b− a)j(a, t) +

1

m
〈p̂〉.
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3.2) Derivadas con respecto al tiempo de 〈p̂〉

�
- Cálculo formal:

d

dt
〈p̂〉 =

d

dt
〈Ψ, p̂Ψ 〉 =

i

~
〈 ĤΨ, p̂Ψ 〉 − i

~
〈Ψ, Ĥp̂Ψ 〉+

i

~
〈Ψ | [ Ĥ, p̂ ] | Ψ 〉 ,

〈 ĤΨ, p̂Ψ 〉 − 〈Ψ, Ĥp̂Ψ 〉 = i~
~2

2m

[
∂Ψ̄

∂x

∂Ψ

∂x
− Ψ̄

∂2Ψ

∂x2

]∣∣∣∣b
a

, 〈Ψ | [ Ĥ, p̂ ] | Ψ 〉 = −i~
〈
−dV
dx

〉
≡ −i~〈f̂〉,

- f̂ = f(x) = −dV/dx es el operador fuerza externa clásica.
- Resultado:

I
d

dt
〈p̂〉 = − ~2

2m

[
∂Ψ̄

∂x

∂Ψ

∂x
− Ψ̄

∂2Ψ

∂x2

]∣∣∣∣b
a

+ 〈f̂〉 J

- Si 〈Ψ, p̂ĤΨ〉 = 〈p̂Ψ, ĤΨ〉 (ya que p̂ es hermítico), entonces d
dt
〈p̂〉 ∈ R, y por lo tanto d

dt
〈p̂〉 = −2

~Im〈 ĤΨ, p̂Ψ 〉 = −%
[
m
2
v2 − V −Q

]∣∣b
a
+

〈f̂〉+
〈
−∂Q

∂x

〉
, donde j ≡ %v y Q = − ~2

2m
1
|Ψ|

∂2|Ψ|
∂x2

= − ~2
2m

1√
%

∂2
√
%

∂x2
= ~2

4m

[
1
2

(
1
%
∂%
∂x

)2

− 1
%
∂2%
∂x2

]
∈ R es el potencial cuántico de Bohm.

- De hecho, d
dt
〈p〉 = −2

~Im〈 ĤΨ, p̂Ψ 〉 − [Ψ̄ĤΨ]ba (Ĥ = i~ ∂
∂t
).

- Ejemplos:

(i) Ψ(a, t) = Ψ(b, t) = 0 ⇒ d

dt
〈p̂〉 = − ~2

2m

[
∂Ψ̄

∂x

∂Ψ

∂x

]∣∣∣∣b
a

+ 〈f̂〉.

(ii) Ψ(±∞, t) = ĺım
x→±∞

1

|x|
1
2

+ε
→ 0 (ε > 0) ⇒ d

dt
〈p̂〉 = 〈f̂〉.

(iii) Ψ(a, t) = Ψ(b, t) , Ψx(a, t) = Ψx(b, t) ⇒ d

dt
〈p̂〉 = 〈f̂〉.

- Otros resultados:

− ~2

2m

[
∂Ψ̄

∂x

∂Ψ

∂x

]∣∣∣∣b
a

= %Q |ba +

〈
−∂Q
∂x

〉
− %

m

2
v2
∣∣∣b
a

= − ~2

8m

1

%

(
∂%

∂x

)2
∣∣∣∣∣
b

a

− %
m

2
v2
∣∣∣b
a
,

+
~2

2m

[
Ψ̄
∂2Ψ

∂x2

]∣∣∣∣b
a

=

[
−%Q− %m

2
v2 + i

~
2

∂j

∂x

]∣∣∣∣b
a

=
[
−%Q− %m

2
v2
]∣∣∣b
a
.

I ⇒ d

dt
〈p̂〉 =

[
−%mv2

]∣∣b
a

+

〈
−∂Q
∂x

〉
+ 〈f̂〉 J
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- Otras maneras de expresar d
dt
〈p̂〉:

d

dt
〈p̂〉 = −2

~
Im〈 ĤΨ, p̂Ψ 〉 −

[
Ψ̄ĤΨ

]∣∣∣b
a
.

- Si
[

Ψ̄ĤΨ
]∣∣∣b
a

= 0 (lo cual ocurre si p̂ es hermítico), entonces

%V |ba =
[
−%Q− %m

2
v2
]∣∣∣b
a
.

- Resultado:

I
d

dt
〈p̂〉 = −2

~
Im〈 ĤΨ, p̂Ψ 〉 =

[
− ~2

8m

1

%

(
∂%

∂x

)2

− %m
2
v2 + %V

]∣∣∣∣∣
b

a

+ 〈f̂〉 J

- Ejemplos:

(i) Ψ(a, t) = Ψ(b, t) = 0 ⇒ d

dt
〈p̂〉 = − ~2

8m

1

%

(
∂%

∂x

)2
∣∣∣∣∣
b

a

+ 〈f̂〉 =

〈
−∂Q
∂x

〉
+ 〈f̂〉 = 〈fQ〉+ 〈f̂〉.

(ii) Ψ(±∞, t) = ĺım
x→±∞

1

|x|
1
2

+ε
→ 0 (ε > 0) ⇒ d

dt
〈p̂〉 = 〈f̂〉.

(iii) Ψ(a, t) = Ψ(b, t) , Ψx(a, t) = Ψx(b, t) ⇒ d

dt
〈p̂〉 = 〈f̂〉.

- La fuerza cuántica es:

I fQ ≡ −
∂Q

∂x
=

1

%

∂

∂x

[
−%Q− ~2

8m

1

%

(
∂%

∂x

)2
]

=
1

%

∂

∂x

[
~2

4m
%
∂2

∂x2
ln(%)

]
J

- Así que, 〈fQ〉 es siempre un término de frontera. Es decir,

〈fQ〉 =

� b

a

dx % fQ = %Q |ba −
~2

8m

1

%

(
∂%

∂x

)2
∣∣∣∣∣
b

a

=
~2

4m
%
∂2

∂x2
ln(%)

∣∣∣∣b
a

.
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4. La partícula en un salto in�nito versus la partícula en una semi-línea

4.1) Partícula en un salto in�nito

�
- Se considera el siguiente estado general en x ∈ (−∞,+∞):

Ψ(x, t) =

� ∞
0

dk√
2π

A(k)ψk(x) exp

(
−iEk

~
t

)
= Θ(−x)

� ∞
0

dk√
2π

A(k)uk(x) exp

(
−iEk

~
t

)
; uk(x) = 2i sin (kx) .

- El potencial tiene la forma:
V (x) = ĺım

V0→∞
V0 Θ(x) .

- Los valores medios de la posición, el momentum y la fuerza son (se usa k =
√

2MEk/~ y k′ =
√

2MEk′/~):

I 〈X̂〉Ψ = 〈Ψ | x | Ψ〉 =
4~2

M

� ∞
0

� ∞
0

dkdk′

2π
Ā(k)A(k′)

√
EkEk′

(Ek − Ek′)2
exp

(
i
(Ek − Ek′)

~
t

)
, J

I 〈P̂ 〉Ψ = 〈Ψ | −i~ ∂
∂x
| Ψ〉 = i~ 4

� ∞
0

� ∞
0

dkdk′

2π
Ā(k)A(k′)

√
EkEk′

Ek − Ek′
exp

(
i
(Ek − Ek′)

~
t

)
, J

〈F̂ 〉Ψ = 〈Ψ | − d

dx
V (x) | Ψ〉 = − ĺım

V0→∞

� +∞

−∞
dx Ψ̄(x, t)V0 δ(x) Ψ(x, t) = − ĺım

V0→∞
V0Ψ̄(0, t)Ψ(0, t)

= − ĺım
V0→∞

V0

� ∞
0

� ∞
0

dkdk′

2π
Ā(k)A(k′)φ̄k(0)φk′(0) exp

(
i
(Ek − Ek′)

~
t

) [
ψk(0) = ĺım

V0→∞
φk(0)

]
= − ĺım

V0→∞
V0

� ∞
0

� ∞
0

dkdk′

2π
Ā(k)A(k′)2i

√
Ek
V0

(−2i)

√
Ek′

V0

exp

(
i
(Ek − Ek′)

~
t

)
I ⇒ 〈F̂ 〉Ψ = −4

� ∞
0

� ∞
0

dkdk′

2π
Ā(k)A(k′)

√
EkEk′ exp

(
i
(Ek − Ek′)

~
t

)
. J

-Se veri�ca el teorema de Ehrenfest:

I
d

dt
〈X̂〉Ψ =

1

M
〈P̂ 〉Ψ , J I

d

dt
〈P̂ 〉Ψ = 〈F̂ 〉Ψ . J

�
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4.2) Partícula en una semi-línea

�
- Se considera el siguiente estado general en x ∈ (−∞, 0]:

u(x, t) =

� ∞
0

dk√
2π

A(k)uk(x) exp

(
−iEk

~
t

)
; uk(x) = 2i sin (kx) ; u(0, t) = 0. ← Condición de frontera de Dirichlet

- El potencial en el interior de la semi-línea es nulo:
ϕ(x) = 0 .

�
Procedimiento general
- Los valores medios de la posición, el momentum y la fuerza son:

〈x̂〉u = 〈u | x | u 〉 , 〈p̂〉u = 〈u | −i~ ∂
∂x
| u 〉 , 〈f̂〉u = 〈u | − d

dx
ϕ(x) | u 〉 .

- El Hamiltoniano es ĥ y u(x, t) satisface la ecuación de Schrödinger:

ĥ = − ~2

2M

∂2

∂x2
+ ϕ(x) , ĥu(x, t) = i~

∂

∂t
u(x, t) .

- Se obtienen los siguientes resultados:

I
d

dt
〈x̂〉u = − i~

2M

[
x

(
∂ū

∂x
u− ū ∂u

∂x

)
− ū u

]∣∣∣∣0
−∞

+
1

M
〈p̂〉u , J I

d

dt
〈p̂〉u = − ~2

2M

[
∂ū

∂x

∂u

∂x
− ū ∂

2u

∂x2

]∣∣∣∣0
−∞

+ 〈f̂〉u . J

- En nuestro caso, los resultados son (se supone que u(−∞, t)→ 0):

I
d

dt
〈x̂〉u =

1

M
〈p̂〉u , J I

d

dt
〈p̂〉u = − ~2

2M

[
∂ū

∂x

∂u

∂x

]∣∣∣∣
(x=0)

≡ 〈fB〉u . J

- fB es una fuerza que depende del estado (〈fB〉u es un término de frontera):

fB(x, t) ≡ − ~2

2M

1

|u|2
∂

∂x

(
∂ū

∂x

∂u

∂x

)
.
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Conclusión
- Al comparar los resultados en los dos problemas, se tiene que:

〈X̂〉Ψ = 〈x̂〉u , 〈P̂ 〉Ψ = 〈p̂〉u , 〈F̂ 〉Ψ = 〈fB〉u .

- En cada uno de los problemas se tiene un teorema de Ehrenfest que tiene sentido:

Partícula en un salto in�nito ↙ ↘ Partícula en una semi-línea

I
d

dt
〈X̂〉Ψ =

1

M
〈P̂ 〉Ψ ,

d

dt
〈P̂ 〉Ψ = 〈F̂ 〉Ψ J I

d

dt
〈x̂〉u =

1

M
〈p̂〉u ,

d

dt
〈p̂〉u = 〈fB〉u J

�
Comentarios
- Estos resultados rati�can la consistencia interna del formalismo de la mecánica cuántica.
- En ambos casos, la partícula solo se puede mover entre la barrera impenetrable en x = 0, y x = −∞.
- En una semi-línea se tiene una familia uniparamétrica de condiciones de frontera impenetrables para ĥ = ĥ†. Por ejemplo:

u′(0) + ηu(0) = 0 , η ∈ R ∪ {∞} .

- Sin embargo, el límite V0 →∞ solo conduce a la condición de frontera de Dirichlet, u(0) = 0.
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5. La trayectoria clásica a partir del movimiento cuántico para la partícula en una caja (transparente)

5.1) El Principio de Correspondencia como límite

�
I ~→ 0 , n→∞ , n~ = constante J

- El límite clásico es ~→ 0, el límite de números cuánticos altos es n→∞, y de la regla de cuantización de Bohr-Sommerfeld-Wilson
(BSW) se tiene que

n~ =
1

2π

�
dx p(x) =

J

2π
,

donde J es la acción clásica, p(x) es el momentum clásico, y la integral se hace en un período entero del movimiento.
�

- Bajo las condiciones establecidas en el Principio de Correspondencia, se debe cumplir que

I 〈x̂〉(t) ≡ 〈Ψ, x̂Ψ〉 → x(t) , 〈p̂〉(t) ≡ 〈Ψ, p̂Ψ〉 → p(t) J

(el estado general Ψ = Ψ(x, t) esta normalizado, y x(t) y p(t) son la posición y el momentum clásicos).
�

5.2) Resultados clásicos y cuánticos

�
- Resultados clásicos:

I x(t) =
a

2
+ i

a

2π

+∞∑
(06=)τ=−∞

1

τ
exp

(
i
2πτ

T
t

)
J

[ Posición en función del tiempo= x(t) ∈ [ 0, a ] (FIG. 3). ]
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- Resultados cuánticos:

I Ĥ =
p̂2

2µ
=

1

2µ

(
−i~ ∂

∂x

)2

= − ~2

2µ

∂2

∂x2
, Dom(Ĥ) ∼ {Ψ(0, t) = Ψ(a, t) , Ψx(0, t) = Ψx(a, t) } J

- Ĥ y p̂ conmutan y comparten autofunciones.
- (i) Las autofunciones de p̂ con autovalores pn = +2π~n son:

φn(x) =
1√
a

exp

(
i
2πn

a
x

)
, En =

~2

2µ

(
2πn

a

)2

(n = 1, 2, 3, . . .)

- (ii) Las autofunciones de p̂ con autovalores pn = −2π~n son:

χn(x) =
1√
a

exp

(
−i2πn

a
x

)
, En =

~2

2µ

(
2πn

a

)2

(n = 1, 2, 3, . . .)

- (iii) La autofunción de p̂ con autovalor pn=0 = 0 es:

ψn(x) =
1√
a
, En = 0 (n = 0)

- El estado normalizado más general tiene la forma:

Ψ(x, t) =
∞∑
n=1

A−nχn(x) exp

(
−iEn

~
t

)
+ A0ψ0(x) exp

(
−iEn

~
t

)
+
∞∑
n=1

Anφn(x) exp

(
−iEn

~
t

)
,

donde
∞∑
n=1

| A−n |2 + | A0 |2 +
∞∑
n=1

| An |2= 1 ⇐ ‖ Ψ ‖2= 〈Ψ,Ψ〉 = 1

- El valor medio del operador posición x̂ = x viene dado por:

〈x̂〉(t) = 〈Ψ, x̂Ψ〉 =

� a

0

dx x | Ψ(x, t) |2

⇒ 〈x̂〉(t) =
a

2
+ i

a

2π

∞∑
n=0

(n 6=m)

∞∑
m=0

ĀnAm
1

n−m
exp

[
i
(En − Em)

~
t

]
− i a

2π

∞∑
n=0

(n 6=m)

∞∑
m=0

Ā−nA−m
1

n−m
exp

[
i
(En − Em)

~
t

]
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−i a
2π

∞∑
n=1

∞∑
m=1

Ā−nAm
1

n+m
exp

[
i
(En − Em)

~
t

]
+ i

a

2π

∞∑
n=1

∞∑
m=1

A−nĀm
1

n+m
exp

[
−i(En − Em)

~
t

]
.

- Imponiendo la condición A−n = 0 con n = 1, 2, 3, . . . (partícula moviéndose de izquierda a derecha) se obtiene el resultado:

〈x̂〉(t) =
a

2
+ i

a

2π

∞∑
n=0

(n 6=m)

∞∑
m=0

ĀnAm
1

n−m
exp

[
i
(En − Em)

~
t

]
,

donde

| A0 |2 +
∞∑
n=1

| An |2=
∞∑
n=0

ĀnAn = 1

�

5.3) Límite asociado al Principio de Correspondencia impuesto sobre 〈x̂〉(t)
�

- 〈x̂〉(t) puede ser escrito de la siguiente forma (τ ≡ n−m⇒ m = n− τ):

I 〈x̂〉(t) =
a

2
+ i

a

2π

∞∑
τ=−∞
(τ 6=0)

1

τ

∞∑
n=0

ĀnAn−τ exp

[
i
(En − En−τ )

~
t

]
J

- En el límite n� 1, o n ≈ n− τ (n� τ), junto con n~ = constante (~→ 0):

En − En−τ
~

= 2π
1
µa2

2πn~

τ
(

1− τ

2n

)
≈ 2π

1
µa2

2πn~

τ =
2πτ

T (n)
,

donde el período de la partícula clásica en función de n, T (n), fue obtenido de la regla de cuantización BSW.
- Finalmente, asumiendo que la suma sobre n en 〈x̂〉(t) es apreciable solo en n = N con N � 1, usando la aproximación n ≈ n− τ ,
y asumiendo que en la vecindad de N el período T (n) no cambia mucho (de hecho, T (n) ≈ T = a

√
µ/2E), se obtiene:

〈x̂〉(t) ≈ a

2
+ i

a

2π

∞∑
τ=−∞
(τ 6=0)

1

τ

∞∑
n aroundN

ĀnAn exp

[
i

2πτ

T (n)
t

]
≈ a

2
+ i

a

2π

∞∑
τ=−∞
(τ 6=0)

1

τ
exp

[
i

2πτ

T (n)
t

] ∞∑
n aroundN

ĀnAn

I ⇒ 〈x̂〉(t) ≈ a

2
+ i

a

2π

∞∑
τ=−∞
(τ 6=0)

1

τ
exp

(
i
2πτ

T
t

)
= x(t) J

Conclusión: 〈x̂〉(t) y x(t) están de acuerdo bajo las condiciones del Principio de Correspondencia.
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