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1°) El “slash de Feynman” se define como A = A"~,. Demuestre que A% = A%

2°) Como se present6 en la ultima clase, la ecuacién de Dirac en la representacion de Weyl con
m = 0,
ov co P 0 YR
h— = ci - pY¥ = R ) 2.1
ot — P [ 0 —co-p || tr 21)

es equivalente al siguiente sistema de ecuaciones desacopladas (usualmente llamadas ecuaciones de
Weyl):

0 0
ih% — & - PR, m% — 6 - L. (2.2)
Es claro que, si ¥ es solucién de (2.1), entonces los espinores
VR 0
Up= Uy = 2.3
R [ 0 | YYE=] g, (2.3)

también son solucién. Demuestre que las ecuaciones (2.2) no son invariantes bajo paridad; en efecto,

bajo paridad Wi y ¥, se intercambian: Vg & U;. Recuerde que IS\I/(r,t) = A0 (—r,t), y en la
representacion de Weyl 4° es anti-diagonal.

3°) La ecuacion que define a la operacién de conjugacion de carga, evidentemente fija a la matriz
S, dentro de una constante total (“an overall constant”). Por ejemplo, en las representaciones de
Dirac y de Weyl se tiene que S, = n4?%, donde 7 es esa constante. Demuestre que 7 se puede fijar
si se exige que (¢¢)e = 1.

A

& x & = +L4 x 4, y también que (b) X = 454%4.

N[>

4°) Demuestre, o pruebe que (a) 3 = —

5°) (a) Tome el limite m — 0 de las cuatro soluciones de la ecuacién de Dirac que se obtu-
vieron en clase con A* = (A% A) = (0,0) (los espinores ng) (x), con r = 1,2,3,4). (b) Ya que
estas soluciones wg) (x) estan escritas en la representacion de Dirac, paselas a la representacion de
Weyl. Ayuda: recuerde que ambas representaciones estan relacionadas por una transformacién de
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similaridad unitaria: Yy = S¢p y 4, = 545571, donde
~ 11 1
S—[i—i} (5.1)

(c) Encuentre la autofuncién conjugada de carga de cada una de estas autofunciones y relacionelas
con otra de las autofunciones (como se hizo en clase). (d) ;De cuales operadores son estas soluciones
autofunciones? ;Cuales son los respectivos autovalores?

6°) Con la ayuda de la ecuaciéon de Heisenberg de movimiento uno puede inmediatamente
determinar si un observable dado es, o no, una constante de movimiento. Nota: aqui tiene esa
ecuacién:

%AH(t) = %
A partir de aqui, no colocaremos mas los subindices H y S (que indican respectivamente que el
operador esta escrito en el marco de Heisenberg, y en el de Schrodinger); tampoco colocaremos la
dependencia con el tiempo de los operadores. Ademas, todos los operadores con los que trataremos
no dependen explicitamente del tiempo en el marco de Schrodinger. (a) Para una particula libre

cuyo Hamiltoniano de Dirac (en el marco de Heisenberg) es

[ﬁgAH@ﬂ-%e”HWﬁ§;ASe4ﬁW? (6.1)

H = cé-p+me?p, (6.2)
se tiene que la ecuacion de Heisenberg para el momentum nos lleva al siguiente resultado:

d oA
—p=—[H,p|=0. 6.3
b= T, (63)
Es decir, p es una constante de movimiento jDemuéstrelo! (b) Considere el momentum angular
orbital para una particula libre L = # x p. Demuestre que

d - 7
==
dt h

~

[H,L] = cé& x p. (6.4)
Este resultado significa que para una particula de Dirac libre, L 1o es una constante de movimiento.
(c) De la misma forma, demuestre que el momentum angular de espin (o intrinseco), S = 23,

satisface la siguiente ecuacion:
d, i
iy SR
dt h

Asi, el momentum angular de espin de un electrén libre no es una constante de movimiento. (d)
Demuestre ahora que la cantidad

[H,8] = —cé& x p. (6.5)

J=L+58 (6.6)

si es una constante de movimiento. Nota: por supuesto, J es el momentum angular total. (e)
Demuestre que la cantidad 3 - p es una constante de movimiento. Nota: esto implica justamente
que la helicidad es una constante de movimiento.

7°) Ya que la funcién de onda conjugada de carga 1. transforma como un espinor, la invariancia
de Lorentz permite no solo la ecuacién de Dirac ihy*0,19 = mc1 sino también la ecuacion de
Majorana ihy* 0,1 = mc).. Esto fue notado por el fisico italiano Ettore Majorana en los afios
treinta del siglo pasado. Por supuesto, la ecuacién de Majorana es también una ecuacién de onda

43



relativista para fermiones, pero el término de masa contiene el conjugado de carga del espinor 1,
que es .. Considere la ecuacién de Majorana:

i  Optp = mepe. (7.1)

Ya que ¥, es la conjugada de carga de v, sabemos que en las representaciones de Dirac y de Weyl
se verifican las siguientes relaciones:

ve =AM, (M) =447 (7.2)

(a) jExplique de donde salen estos resultados! (b) Tome el complejo conjugado de (7.1) y multiplique
esa ecuacion por 42. Use los resultados en (7.2) y obtenga la siguiente ecuacién:

i  Oprhe = mep. (7.3)

(c) Usando las ecuaciones (7.1) y (7.3) demuestre que ¢ y 1. satisfacen la ecuacién de Klein-
Gordon-Fock, es decir,
2.2 2.2
m-c m-c
La masa m es conocida como la masa de Majorana de la particula asociada con 1. Ya que ¥ y
1. llevan carga opuesta, la ecuacién de Majorana, a diferencia de la ecuaciéon de Dirac, puede ser
aplicada solo a campos (“fields”) electricamente neutros. Sin embargo, como v, es “right-handed”
si ¢ es “left-handed”, la ecuacién de Majorana preserva la “handedness”. Por eso es que la ecuacién
de Majorana es hecha a la medida del neutrino. Desde su concepcion el neutrino se asumié sin masa
pero ahora se sabe que tiene una masa pequefiisima; asi que no es claro si la masa del neutrino es

de Dirac o de Majorana. Finalmente, existe la posibilidad que @ = 9., en cuyo caso 1 es conocido
como un espinor de Majorana. Ayuda para (c): note que

—h?0,0M) = —h*AH 04" Op = +ihAF O ihA" D). (7.5)
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