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1°) (a) Demuestre que las ecuaciones

E:—qu—%A, B=VxA, (1.1)

que verifican automaticamente las ecuaciones de Maxwell homogeneas (V x E + (0B/0t) =0y
V- B =0), y las ecuaciones de Maxwell inhomogeneas

V-E=p, VxB—-(0E/0t)=13j, (1.2)
se pueden escribir de la siguiente manera:
Fr = orA” —o9"A*,  0,FM = j". (1.3)
Use la definicién de F* que se presenté en clase. (b) Demuestre que la densidad Lagrangiana
L= —%FWF’“’ — JuAr (1.4)
nos proporciona las ecuaciones de movimiento deseadas. Ayuda: escriba a £ de la siguiente manera:

L= 500" [(0uA) @aAp) — (B4 (03A0)] — u A" (L)

Use ahora las ecuaciones de Euler-Lagrange

oL ]— ok _y (1.6)

On [8(8MAV) 9A,

2°) (a) Sea B, un vector covariante de Lorentz, es decir, el tiene la siguiente regla de transfor-
macion:

ox¥
r_
En términos de este vector covariante, defina a B* = ¢g"”B,, donde ¢g"” es el tensor métrico

contravariante. Demuestre que B* es un vector contravariante de Lorentz, es decir, el tiene la
siguiente regla de transformacién:
ox'H

B =
oxY

B (2.2)
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(b) Si L es un escalar de Lorentz, demuestre que dL/JA, es un vector contravariante de Lorentz y
0L/0(0,A,) es un tensor contravariante de Lorentz.

3°) El tensor completamente antisimétrico e#*? esta definido para tomar los valores +1 si
{puvpo} es una permutacién ciclica/anticiclica de {0,1,2,3}, y cero si dos o més de los indices
son iguales. (a) Demuestre que esta cantidad en verdad se transforma como un tensor de Lorentz
de cuarto orden. (b) Demuestre que la métrica, g"”, se transforma como un tensor de Lorentz de
segundo orden. (c) Calcule las siguientes funciones escalares del tensor de campo electromagnético:
9upGuvo FHY FP7 Y €490 F'HY FP?. De aqui, demuestre que E-B'y E? — B? son invariantes de Lorentz.

4°) Demuestre que la ecuacién de Klein-Gordon luego del acoplamiento minimal es invariante
bajo transformaciones de calibre locales del campo electromagnético. Ayuda: como usted sabe, las
ecuaciones de Maxwell son invariantes bajo transformaciones de calibre locales de la clase A* —
At = A — 9Py, donde x = x(z) es una funcién escalar real de las coordenadas del espacio
tiempo. Como en una teoria no relativista, esta invariancia de calibre local puede ser transferida a
la ecuacion de Klein-Gordon

~ e . e
(" - EAM)(pu - EAM) —m*c®| ¥ =0 (4.1)

multiplicando la funcién de onda ¥ por una fase escogida adecuadamente: ¥(z) — V¥(z) =
"M@ (). Para encontrar a la funcién A, escriba a la ecuacién (4.1) en términos de las canti-
dades con la barra encima, luego verifique que haciendo A(z) = ex(x)/hc la ecuacién para las
cantidades con la barra encima se convierte en

. e~ ., . e - —
(7 = A — AL —m¥et| ¥ =0, (42)

Nota: es un hecho a destacar que la transformaciéon ¥(x) — W(z) junto con A(z) = ex(z)/hc es
igual a la transformacién que lleva a la invariancia de calibre local en la teoria no relativista.

5°) Como se dijo en clase, las soluciones de la ecuacién de Klein-Gordon para una particula
libre en el interior de una caja y que satisfacen la condicién de frontera periddica, tienen la forma

siguiente:
mc?

U (1) (7) = B, L7

exp [;(pn rFE,t)|, (z=(r1) (5.1)

donde p,, = 2mn/L, n = (ng, ny, n;); n; = 0,£1,+2,.. .,y E, = /(cp,)? + (mc?). (a) Demues-
tre usted mismo todos estos resultados. Nota: las soluciones (5.1) ademés estdn normalizadas en
el sentido que +e = [, d%r p(+)(z), siendo la densidad de carga p(iy = :t(eEp/mCQ)zE(i)w(i).
(b) Demuestre que las soluciones dadas en (5.1) satisfacen las siguientes relaciones -digamos- de
“ortogonalidad”:

h i
i 3 -
e /L3 & Y () () 57 Y () () = b0 (5.2)
(el caso n = n' es precisamente la relaciéon
+ Epn d3 n — 41 53
me? s T U (4)(®) Uy (1) () = £1), (5.3)



también
Y —

ih - 0
s | (@) 5 e @) =0 (54)

2mc?

6°) Derive las ecuaciones de movimiento para los campos 1, (z), a partir de un principio varia-
cional. Ayuda: es decir, a partir de

oY
) d4:c£<1/; ,“) =0, 6.1
\ " 8.%'1, ( )
obtenga la ecuaciéon de Fuler-Lagrange
oL 0 oL
o,  Ozv la(awu/axv)] =0 (62)

7°) Como se demostré en clase, en el limite no-relativista (c | p |[< mc?), la ecuaciéon de Klein-
Gordon se reduce a la ecuacion siguiente:

0 9 R? _,
(zha —me)¥(r,t) = —%V U(r,t). (7.1)
Demuestre que si se hace el “ansatz”
U(r,t) = x(r,t) exp <—;mc2t) , (7.2)

entonces la ecuacion para x(r,t) es exactamente la ecuaciéon de Schrodinger:

nd (r,t) = —fiv? (r,t) (7.3)
? 8tX T Ty, xX\7r,1). .

8°) Busquemos soluciones estacionarias, es decir, de la forma

U(x) = U(r,t) = i (r) exp (—;Et> , (8.1)

para la ecuacion
€1€2

Hyp(r) = Eyp(r); H=\/(me)?+ (cp)? + - (8.2)
donde e; es la carga de la particula, y ey la carga total de la fuente del campo. Podemos usar la
notacién ejes = —hcayg; si las cargas de las particulas son las del pién 7~ o del kaén K~ y el
campo es el de un protén, entonces g coincide con la constante de estructura fina o ~ 1/137. Este
problema es de interés ya que permite discutir a un 4tomo mésico, en el que 7~ o K~ reemplaza
al electrén. (a) Demuestre que la ecuacién se puede escribir de la forma siguiente:

<_ h* o2 h2a}  FEhag

2m 2mr? mer 2mc?

2 mQC4
) dpr) = E )y, (8.3)

(b) Demuestre que en el limite no-relativista (E ~ mc? + Exr, Ehag/me ~ —ejez, a3h? ~ 0; o



es de orden 1/c), se obtiene la ecuacién

2m

2
< h VQ + 61:2> 1/}ENR ('r) = ENRT;ZJENR (’I") (84)

(c) Suponga que las soluciones de (8.3) tienen la forma

Vp(r) = Yi(Q) fi(r), (8.5)

donde  ~ (0 son las coordenadas polares de r, v Y, son los arménicos esféricos. Demuestre
) ) M
que fY satisface la ecuacion radial

1d(od\y  W+1)—af, . 2m (E>—m’c  FEhao\ , = _
r2 dr <T d’l”) fE(T) r2 fE(T) + 72 o2 + mer fE(’r') =0. (85)

(d) Compruebe que las siguientes sustituciones formales en la Ec. (8.5) nos proporcionan justamente
su version no-relativista, es decir, la que se obtiene de la ecuacion de Schrodinger:

1 E? —m?ct Eha
= e 2_- g o -r° 0
INR > A= (l + 2) Qg 5 NR — 22 , eles — e (8.6)
(e) Demuestre que
Fi(r) = Ar*+ BroATh (8.7)

donde A esta definido en (8.6). (f) Demuestre el siguiente resultado: para o < (I + )% (A > —3)
la funcién 7*, aun haciéndose infinita en el origen, tiene una singularidad de cuadrado integrable.
Ayuda: use la siguiente definicién para el producto escalar:

—
ih o = 0 E -
(U0 = 53 /R3 d>r U (x) a1 '(z) = M Js dPr(r) ¢/ (r)
E * o %
= W(Sl,l’ 5M,M'/O drr=fg(r) fe(r). (8.8)

Usted también deberd demostrar la tultima expresién en (8.8). (g) Demuestre el siguiente resultado:
para af < (I+1)? (=X — 1 < —1) la funcién r~—*~! no es de cuadrado integrable para I > 0. Nota:
para | = 0 ambas soluciones son integrables. Finalmente, se tiene el siguiente comportamiento
cuando r — 0:

~ i r (H.%)?_a%‘
r—0 \/;

fi(r) (8.9)
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