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1°) Considere una particula unidimensional de espin 0 que, aproximandose desde la izquierda,

es dispersada por un potencial salto de la forma eA%(x) = V(x) = VO(x), donde Vy > 0 (O(x) es la
funcién de Heaviside). Ademas el potencial vector es nulo en todo el espacio. (a) Demuestre que la
ecuacién de Klein-Gordon para la parte espacial de la funcién de onda ¥(x,t) = ¢(x) exp(—iEt/h)
tiene la forma
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& 0(@) = g () — (B V(@)PYo(a). (1)
(b) Compruebe que una solucién para este problema en las zonas I (x < 0) y II (x > 0) tiene la
siguiente forma:

’le(:z) = win(l:) + Q;Z)ref(x) ) 1/)11(90) = wtrans(x)a (12)

donde
¢in($) = Aexp(iklx) ) ¢ref($) = BeXP(—ikll‘) > wtrans(x) = Cexp(ikllﬂf), (13)
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Las funciones i, ¥ref ¥ Ytrans denotan, respectivamente, las partes incidente, reflejada y transmi-

tida, de la solucion. (c¢) Las constantes de integracion se pueden relacionar de las condiciones de

continuidad impuestas sobre 1(x) y ¢'(x) en x = 0, es decir, de las condiciones 11(0—) = 911 (0+)
y ¥1(0—) = ¢{;(0+). Demuestre que de aqui se obtienen las siguientes relaciones:

hy =

(1.4)
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donde r = ky/kr. (d) Demuestre que si £ > Vy + mc? se verifican los siguientes resultados: el
nimero de onda kjp es real; la onda transmitida en la zona II es oscilante; r > 0; y también que
T = jtrans 4r 7jref (1 - T)z

= R= = ——=1-"T. 1.6
Jin (1 + T)2 ’ Jin (1 + T)2 ( )

Ademas, es claro que los coeficientes de reflexion y transmisién obedecen 0 < R< 1y 0< T < 1,
como era de esperarse. (e) Demuestre que si Vy —mc? < E < Vo +mc?, y E > mc?, se verifica que
krr es un nimero imaginario y la onda transmitida decae exponencialmente. (f) Demuestre que si
me? < E<Vy— ch(:> Vo > 2m02), se verifica que kjp es real y la onda transmitida en la zona II

14


http://fisica.ciens.ucv.ve/~svincenz/imcr_p.html
http://fisica.ciens.ucv.ve/~svincenz/imcr_p(t4).pdf

es oscilante. (g) Note que en los casos tratados en (d) y (e) las soluciones de la ecuacién de Klein-
Gordon se comportan de manera similar a las soluciones de la ecuacién de Schrodinger, y se pueden
interpretar como como la dispersion de una particula de carga 4+e en una barrera de potencial
repulsiva. Sin embargo, en el caso (f) se observa una situacién en cierta forma sorprendente ya que
el salto de potencial deberia ser impenetrable para una particula cuantica con E < Vj jexplique
esto! También demuestre que en el caso (f) se tiene que los signos de la densidad para las ondas
incidente y transmitida son diferentes para E — V) < 0. Es decir, demuestre las siguientes férmulas:
E E-V,

pin(2) = o) W}in(w”z >0(z <0), puans(z) = me2 ‘wtraHS(x)‘Q <0(z>0). (1.7)

De acuerdo a este ultimo resultado, la parte transmitida debe ser considerada como una solucién
de Klein-Gordon negativa cuya energia E£ — Vj relativa al potencial V es menor que cero. Expli-
cacién importante: es interesante que el caso (f) permite una interpretacién fisicamente sensible (y
adecuada) en términos de creacién de pares, a pesar que hemos arrancado con la interpretacién
de una sola particula. Debemos mantener en mente que la funcién de onda negativa t;ans para
autovalores del momentum +hky y energia E — Vy < —mc?, corresponde a una antiparticula de
carga —e viajando con momentum —hky desde la derecha hacia el potencial salto. Sin embargo,
ya que estamos asumiendo que las particulas que se aproximan al salto vienen desde la izquierda
(hacia la derecha), una (anti)particula viniendo desde la derecha no tiene ningin sentido. Por otro
lado, tenemos la libertad de escoger el signo de ki, asi que, reemplazando ki por —kpp la onda
transmitida ¥ans ahora corresponde a una antiparticula moviéndose hacia la derecha con carga
—e y momentum +% |kyp|. (h) Demuestre que en este tltimo caso se tienen los siguientes resultados:

T<0, R>1, (1.8)

yva que 7 < 0. Finalmente, estas ultimas relaciones pueden ser interpretadas como creacién de
particulas-antiparticulas de la siguiente manera: todas las particulas que vienen desde la izquier-
da son totalmente reflejadas en el salto de potencial. Adicionalmente, se crean pares particula-
antiparticula con las particulas moviéndose hacia la izquierda (R > 1) y las antiparticulas hacia
la derecha (T < 0). Nota: sin la interpretacién que aqui hemos hecho luego de hacer el reemplazo
de ki por —kir, y ya que R > 1 y T < 0, entonces se tiene una paradoja (jse refleja més de lo
que incide!). Esta es la llamada paradoja de Klein, y como hemos visto, se puede resolver. Aunque
es claramente un defecto de esta teoria de una sola particula interaccionando con un potencial
externo. Nota final: podemos considerar todavia dos casos més. Si —mc?> < E < mc? no existe una
solucién, en tanto se tenga un movimiento entrante de particulas hacia la derecha. Por otro lado,
si E < —mc?, entonces ki es real y de nuevo tenemos una onda oscilante en la zona II.

2°) Considere la ecuacién de Klein-Gordon con un potencial que es la componente temporal de
un cuadrivector (se usa h=c=1):

(B =V)*(r) = (=V2 +m?)i(r). (2.1)

Si el potencial es mucho mas débil que la energia V/FE < 1, muestre que esta ecuacion se reduce a
la ecuacién de Schrodinger con el potencial reducido (dependiente de la energia)

U=2EV (2.2)

(Esto significa que uno podria usar resultados de la teoria no-relativista para aproximar la ecuacién
de Klein-Gordon).
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3°) Otro tipo de potencial en relatividad es el escalar de Lorentz, el cual se suma a la masa (la
masa es escalar porque p,pt = m?). La ecuacién de Klein-Gordon con el potencial escalar S es:

E%)(r) = [p+ (m + S)*Jy(r). (3.1)

Compare (3.1) con la ecuacién de Schrédinger y muestre que el potencial equivalente (independiente
de la energia) es
B S? +2msS

v 2m

(3.2)

4°) Muestre que las cuatro matrices de Dirac (en la representaciéon de Dirac) en verdad anti-
conmutan unas con otras. Defina 45 = 14414243, Demuestre las siguientes relaciones:

W =9, 42=1, A" +4"9% =0, p=0,1,2,3. (4.1)

Escriba en forma explicita a 45 y a la matriz de espin S — Sk = %h%’yo’yk , k=1,2,3, ambas en
la representacién usual.

5°) (a) La representaciéon de Majorana de las matrices de Dirac esta definida como sigue:
Wraj = MAbs M, (5.1)

con M = %&%ir(l +42,.). Muestre que M es unitaria y hermitica. Calcule @&aj, ﬁﬁ/[aj, S/l%/[aj, ﬁﬁ’daj
y &f/[aj ,Cuales de las matrices gamma son hermiticas y cuales son unitarias en la representacion

de Majorana? (b) La representacion chiral de las matrices de Dirac esta definida por las siguientes
relaciones:

PAY(()?hi - _(:V5)Dira &éhi = ’AY]ISir? k=1,2,3 (5'2)

¢ Quien es (45)cni? Encuentre una matriz M que efectte la transformacién desde la representacién
de Dirac a la representacién chiral. Aqui tiene la respuesta:

N 1 . 4. 1 1 1

6°) [Problema especial] Considere la expansién de un estado |1)) en la base (continua) de auto-
vectores de algtin operador |w,), donde —oo < o < +00,

“+oo “+oo

dor (1) (wal |10) = / dov (o | ) e (6.1)

—0o0

v =10 = [

—00

Los coeficientes de la expansién (6.1) deben ser de cuadrado integrable. Por ejemplo, si |w,) = |x),
es decir, si consideramos a los autovectores del operador X (que conforman a la llamada represen-
tacion |x) o representacién de la posicién) entonces (wq, | V) = (x| ) = ¥(z) y decimos que ¥ (x)
es el estado en la representacion de la posicion, ademas ¥(x) € L2(R). Nota: la representacién de
la posicién resulta del isomorfismo entre F C L2(R) y & C €. De la misma forma, los autovectores
del operador P son los |w,) = |p), entonces (wq | ) = (p | ¥) = ¢(p) es el estado en la represen-
tacion de los momenta (por cierto, ¢(p) es la transformada de Fourier de v(z)). (a) Encuentre los
autovectores de X y P en la representacion de la posicién y en la representacion de los momenta.
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(b) Como otro ejemplo de representacion, considere el siguiente operador (que interpola linealmente
entre el operador posicién y el operador momentum):

S=aX+(1—-a)P, (6.2)

donde « € [0, 1] (en la escritura de (6.2) no hemos colocado los factores de escala que permiten que
X y P sean adimensionales). Supongamos que los autovectores de S son los |w,) = |s), entonces
(wao | ) = (s|¥) = n(s) es el estado en esta nueva representacion. Encuentre los autovectores
de S en la representacion de la posicién. Ayuda: para evitar un excesivo uso de los simbolos que
involucran a las representaciones, es conveniente escribir el problema de autovectores y autovalores
para S asi:

S |¢s> =S |'¢s> ) (63)
por lo tanto,
(@] S1ps) = (x| aX + (1 = a)Pis) = a (e X [1hs) + (1 — ) (x| Plips) = s (x [ ¢s),  (6.4)
donde (haciendo i = 1)
@ X[ =2 (x| ) = 20u(e), (@ PR = i (2] ) = ~iua).  (65)

Sustituyendo estos resultados en la expresién (6.4) se obtiene una ecuacién diferencial para las
autofunciones de S en la representacién de la posicién, is(z):

o —i(1— )2 (2) = 54 0) (6.6)

Resuelva esta ecuacién y obtenga el valor de la constante arbitraria en 1(z) de tal forma que el
autovector tienda al limite correcto cuando @ — 0 y o« — 1 (médulo una fase global). Use algunos
de los resultados obtenidos en (a). Aqui tiene la respuesta:

exp l_; - <x - 2)2] . (6.7)

7°) [Problema especial] Como usted sabe de su curso de Mecénica Clasica, la ecuacién diferencial
parcial de Hamilton-Jacobi (dependiente de una sola variable espacial y del tiempo) tiene la forma

1 1 (s 7w
¢s($):\/7277mexp ll (20[4'4)

25

L (95V' oy 252 (7.1)
ox ot

2m
donde S = S(z,t) es la accién y V(z) es la energia potencial de la masa m. Estudiemos el problema
de una particula que se desliza hacia abajo sin rozamiento sobre un plano inclinado fijo de dngulo
f. La coordenada z mide la posiciéon de la masa sobre el plano inclinado desde su parte maés alta;
en este caso el potencial gravitacional V' (z) tiene la forma (suponiendo que es nulo justamente en
la parte mas alta) V(z) = —mgzsin(6). (a) Suponga que la solucién de (7.1) puede escribirse asi

S(z,t) = Sy (2) + Sa(t). (7.2)

Sustituya (7.2) en la ecuacién de Hamilton-Jacobi y escriba las dos ecuaciones diferenciales ordinar-
ias que resultan (llame « a la constante que surge de aplicar el método de separacién de variables).
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(b) Resuelva cada una de estas ecuaciones y sustituya sus resultados en (7.2) para obtener la accién
S(z,t). Note que la accién, en este caso, solo depende de dos constantes arbitrarias. (c) Segun el
procedimiento estandar, para obtener a partir de S(z,t) la solucién de la ecuacién de movimiento
x(t), la siguiente cantidad también debe ser una constante:

% = /3 = const. (7.3)
Escriba la relacion (7.3) (derivando S(x,t) respecto de « e igualando esta cantidad a ) y encuentre
x en funcién del tiempo ¢ (z(t)). Ayuda: le conviene escribir a z(t) en términos de z(0) y #(0)
;obtuvo lo que esperaba? Nota explicatoria sobre la ecuacion (7.1): de la definicién de la accién se
sigue que dS/dt = L. Si se supone que S es funcién de las coordenadas (gx) y del tiempo, se tiene
que dS/dt = 9S/0t + 3", prdx, donde se ha hecho uso de la relacién 05/0q; = pi. De manera que
se puede escribir la siguiente expresion: —9S/0t = > .. prgr — L = H, donde H es precisamente la
hamiltoniana del sistema (para un sistema con un solo grado de libertad y siendo ¢ la coordenada
cartesiana x, se tiene que H = p?/2m + V (x)).
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