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1°) Usualmente se dice que, “ya que

h h
Ax ~ Ap ~ (1.1)
una particula relativista no puede ser localizada mas precisamente que ~ fi/mc, en caso contrario
se crean pares de particulas para E > 2mc?”. A continuacién le diré como demostrar (1.1) sin hacer
uso del principio de incertidumbre de Heisenberg. Esta demostracién, en mi opinién, es notable
[Se obtuvo por primera vez en: Phys. Rev. A 79, 044101 (2009)]. Considere la ecuacién de Dirac
unidimensional independiente del tiempo,

Hi(z) = Ep(z), H= —ihc&% +mB+V(z), (1.2)

donde 9 (z) es una funcién de onda de dos componentes, ¢ es la velocidad de la luz, m es la masa
en reposo de la particula, y & y ( son las matrices 2 x 2 de Dirac. El potencial V' (z) es real e
independiente del tiempo. (a) Use la siguiente representacién de las matrices de Dirac:

a=é,, B=0o., (1.3)

y demuestre que la Eq. (1.2) se puede escribir asi:

—hcvg + mcu+ Vu = FEu, hcu; — mcv + Vo = Ev, (1.4)

donde ¢ = 1) = l Z ] , Uy = du/dzx, y v, = dv/dx jnote que, por culpa de (1.3), la funcién de onda

es reall (b) Demuestre que a partir de las Ecs. (1.4) se obtiene la siguiente relacion:

h d
= — — T
w =g (uug + vuy) pP—— (). (1.5)
(c) Use (1.5) y demuestre la siguiente relacién:
+oo h +oo d h
/_OO dav v 4dme /_Oo dox dx ') dme’ (16)

En realidad, para obtener el resultado anterior usted deberd suponer que v esta normalizado:
ff;o dz iy =1 (lo que puede lograrse si 1)(z — 400) = 0). (d) Use ahora la desigualdad Ty =
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u? +v% > 2|uv| (;por qué esta desigualdad es cierta?), también el resultado (1.6), y demuestre que
se verifica la siguiente desigualdad:

+oo
/ dr x2uv | = (1.7)

—00

“+00
(lz) =/ dr x>

— 00

2me’

(e) Use ahora la definicién Az = /(22) — (x)2 = \/(22) (si suponemos que el potencial es simétrico,
V(z) = V(—x), entonces 1)T1) también es una expresiéon simétrica, por lo tanto (x) = 0 jdemués-
trelo!), y también la desigualdad de Cauchy-Schwarz (z2) = (|z|*) > (|z[)? (jcompruébelo!) para
demostrar finalmente el resultado buscado

Aps - (1.8)

2°) Considere la ecuaciéon de Dirac unidimensional:

—ihc d%d} +me2pyp = (E— V), (2.1)

. [1 0 . [o 1
O‘:lo —1]’ 5:[1 0]’ (2.2)

v ¢ es una funcién de onda de dos componentes,

_ |
[a] »

donde

Estamos interesados en encontrar condiciones de frontera apropiadas para la funcién de onda
cuando el potencial es una delta de Dirac: V(z) = gd(z). (a) Integre la ecuacién (2.1) desde —e a
—+¢€ v luego tome el limite € — 0, es decir,

e +e +e
lim | —ihc & (Y(+€) — (—€)) +mc?p dx w(aﬁ)] = lgn [E/ dx(x) — g/ dx 5(x)1/1(ac)1 .

e—0 —€ 0 —€ —€

(2.4)
Note que el primer término a la izquierda es practicamente el salto que presenta ¥ en z = 0.
El siguiente término a su derecha es nulo y también el término que tiene a FE. Nos queda solo el
término con la delta, y que deberia reportar la discontinuidad de la funcién 1) en x = 0 (ya que
esta igualado con el primer término a la izquierda). Debido a esto, el procedimiento usual ha sido
suponer que la integral con la delta tiene la siguiente formas:

+e€ 1
lim dzo(x)(x) = 3

e—0 e

((0+) + 9(0-)) (2.5)

(hemos usado la notacién ¢ (£) = lin(l)w(:l:e)). Ahora demuestre que (2.4) y (2.5) nos conducen a la
€E—

siguiente condicién de frontera:

P1(04) 1 —igk

Pa(0+)  1+igf
P1(0—)  1+ig

Pa(0—) 1 —igf

= exp(—ip), = exp(+iyp), (2.6)
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donde tan(¢/2) = g/2hc. La condicién de frontera (2.6) no es completamente adecuada ya que la
férmula (2.5) no siempre es cierta. (b) Existe otra manera de encontrar una condicién de frontera
para el potencial delta de Dirac (esta condicion si parece ser adecuada). En efecto, ya que la delta
es un potencial muy “intenso”, su presencia es dominante en la ecuacién (2.1). Asi que, podemos
escribir a (2.1) en la siguiente forma:

L . d
—ihc a%d} ~ =V (2.7)

Rearregle esta ltima expresion y escribala en la forma de dos ecuaciones diferenciales

1 d 1 1 d 1
—'—‘/ _— ~ '7‘/‘ 2.
Yhe o dx Y2t he (28)

Ahora integre, como se hizo antes, y use la relacién

0+
/ dzV(z) =g. (2.9)
Se obtiene finalmente la condicién de frontera para el potencial delta:

oy = () e e () -

O mejor, en forma matricial:

V1(0+) | | exp(—ig) 0 $1(0—)
[¢2(0+) ] - [ 0" exp (+i) ] [wz(o_) ] : (2.11)

(c) Otra manera de obtener este ultimo resultado es la siguiente. Considere la siguiente represen-
tacién del potencial delta de Dirac:

V(z) = lim I Oz +e)—O(z—). (2.12)

Esta funcién es una barrera cuadrada de potencial que es mas y més estrecha, y alta, a medida que
e — 0. Resuelva la ecuacién de Dirac con el potencial (2.12) y luego tome el limite € — 0.

3°) (a) Demuestre que la cantidad bilineal 1)1 se transforma como un escalar de Lorentz (como
es usual, ¥ = 7Y es la adjunta de v). (b) Demuestre que ¥y#1) es un vector de Lorentz. (c)
Demuestre que o) se transforma como un tensor de Lorentz de rango dos. (d) Demuestre que
¥y°1 es un escalar de Lorentz, pero ademés, cambia de signo en una reflexién; es decir, 1751 es
una cantidad seudoescalar. (e) Demuestre que 17°+*1) se transforma como un vector de Lorentz,
pero ademas, las componentes espaciales no cambian de signo bajo una reflexiéon mientras que la
componente temporal si cambia de signo; es decir, 1y°v*1) es un seudovector.

4°) [Problema especial] (a) Considere el problema de una particula de Dirac en un potencial
salto: U(z) = VpO(z) (z € (—00, +00)), donde O(z) es la funcién de Heaviside. Supongamos que la
funcién de onda asociada a la particula, ¢ = ¥ (x,t), es normalizable, es decir, ¥(x — +oo,t) =0
(de hecho, supondremos que la norma de v es igual a uno, es decir, ||w||2 = (¢ |¢y)=1).El
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operador fuerza clasica externa es

- d

f= —%U(ac) = —Vho(x), (4.1)
donde 6(x) = dO(x)/dx es la funcién delta de Dirac. Claramente, el valor medio de f en el estado
1) se puede evaluar como sigue:

+0o0
(Ne=WIrFl¢)= —Vo/ dx P (a, )6 ()i (2, 1) = =Vou' (0,£)(0,1). (4.2)
—0o0
Deseamos demostrar este ultimo resultado de otra manera. Use el siguiente procedimiento: (7)
multiplique (apropiadamente) la ecuaciéon de Dirac dependiente del tiempo para la funcién ¢ por
oyt /0x , y la ecuacién para YT por O /0x, luego sume las dos ecuaciones resultantes; (i) integre el
resultado obtenido en (¢) alrededor de z = 0 ;Qué resultado obtuvo? Ayuda: aqui tiene la respuesta:

0+ +o00 R R
- [ avtv == [ awvte =y = —me bl - el @)

donde 0+ = lin%(O + €). Use ahora los siguientes resultados:
e—

(WTBY)(0+,t) = (Y1 BY)(0—,t),  (@TY)(0+,1) = (¥T4)(0—,t) = (¥T)(0,¢) (4.4)

(;por qué estas formulas son viables? jserd que la funcién de onda satisface la condicién de frontera
periddica alrededor de = = 07), y también

U(0+)=Vy, UO-)=0. (4.5)

Sustituyendo las férmulas (4.4) y (4.5) en el resultado (4.3) se obtiene precisamente el resultado
(4.2):
(Nlw = —Vo@T)(0,1). (4.6)

(b) Repita todo este procedimiento, pero esta vez considere la ecuacién de Schrodinger. Note que
existen algunas diferencias con relacién al procedimiento que nos llevé a la formula (4.3). Le estoy
proponiendo que estudie y resuelva esto. Ayuda: multiplique la ecuacion de Schréodinger dependiente
del tiempo para la funcién 1) por 9ip/0z , y la ecuacién para ¢ por 9y /0z. (c) Igual que en (b),
pero esta vez considere la ecuacién de Klein-Gordon.
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