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1°) Considere la ecuacién de Dirac para una particula de masa m en una dimensiéon en las
unidades h =c=1:

Hy=FE¢y, H=ap+mp+U, (1.1)
donde p = —id/dx, y ¢ = [ z ] es una funcién de onda de dos componentes. Use la siguiente
representacion:

o~ 10 = 5 . |10

La ventaja de esta representacion es que v puede ser escogida real. Suponga que el potencial U es
una combinacién de un escalar de Lorentz S y la componente temporal de un divector V' (que es
el potencial méas usual), es decir,

U=p3S+V. (1.3)
(a) Demuestre que u y v satisfacen el siguiente sistema de ecuaciones:
'+ (m+ S+ V)u= Eu, (1.4)
w4+ (—=m—8+V)v=Ev, (1.5)
donde la prima indica la primera derivada. (b) Suponga que existen dos soluciones de estado
ligado, 11 = Zl y o = :2 , con autovalores E7 y Fo, respectivamente. Calcule la siguiente
1 2

cantidad: [Ec. (1.4) para ¥1|xuz — [Ec. (1.4) para 9] xuq, y recuerde que las u y las v son reales.
Deberé obtener la siguiente ecuacion:

u1vhy — vijug = (E1 — E2)ujus, (1.6)
y similarmente, a partir de la Ec. (1.5) obtenga la siguiente ecuacién:

uyve — viuy = (B — Es)vivs. (1.7)
(c) Demuestre que las ecuaciones (1.6) y (1.7) se pueden combinar para dar

d

%(mvz —viup) = (Ey — B2)(ugup + v1va) = (Ey — Eo)iben. (1.8)
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(d) Demuestre que si £} = FEa, de la ec. (1.8) se obtiene que ujve —vjug = constante. Esta constante
debe ser zero porque las us y las vs se anulan cuando x — to0, por lo tanto,

(3] us
et 1.9
o v (1.9)
iDemuéstrelo! (e) Compruebe que la razén u/v se relaciona con u'/u debido a la Ec. (1.5), es decir,
W /u=(E+m+S—V)(v/u). Ahora demuestre que la Ec. (1.9) nos lleva a la relacién
u’ u’
=22 (1.10)
U1 U2
(f) Finalmente, demuestre a partir de las Ecs. (1.9) y (1.10) que #; y 9 difieren solo por un factor
multiplicativo constante, asi que estos estados son realmente el mismo estado. Nota: la conclusién
es que un sistema unidimensional regido por la ecuacién de Dirac en 141 dimensiones no tiene
estados degenerados. Este resultado es el teorema de no-degeneracion para la mecdnica cuantica de
Dirac en una dimensién. (g) Demuestre a partir de la Ec. (1.8) que, si Fy # Eo entonces

+oo
(V1] t2) E/ dz iy =0, (1.11)

—00

es decir, Y1 y 12 son ortogonales.

2°) Escriba la ecuacién de Dirac en una representaciéon en la cual no haya coeficientes imaginarios
(esto lo hizo Ettore Majorana en 1937). Ayuda: en la representacion estandard (o de Dirac), las
Unicas cantidades imaginarias presentes en la ecuacién de Dirac

g .0 .0 .0 N\,
(E%—i-ax%—i-ay@—i-azaz—i-sz)w_O (2.1)

son las matrices &, y ’LB (jcompruebe esto!). Esta complejidad podria ser eliminada por la trans-
formacion v’ = U1), donde

U= —(a,+5)=0" (2.2)

1
V2
A/_AAA_ A /\/_AA,_ A A/_A . .
entonces, &, = Ubd,U = —ay, &, = 8, &, = —a, y B’ = Gy (jcompruebe estas relaciones!). De esta
forma, la ecuacién de Dirac se convierte en

0 0O A0 o . p
0~ Qe = Gy A =0, 2.
<8t o —i—Bay Qg +zmay)¢ 0 (2.3)

en la cual todos los coeficientes son reales.

3°) Como se demostr6 en clase, la ecuacién de Dirac para una particula (de espin %) en un

campo electromagnético acoplado minimalmente es
A A e
{'y“ (pu — Au) — mc} 1 = 0. (3.1)
c

(a) Demuestre usted que (3.1) se puede escribir de la siguiente forma (esta ecuacion es usualmente
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llamada la ecuacién de Dirac de segundo orden):

h
[ (ﬁ“ - EA“> (ﬁu - iAu) B %WFW —m2c® | ¥ =0, (3.2)
donde .
o %[’7“7 Y1, Fu = 0uAy — 0/Ay. (3.3)

Ayuda: multiplique a (3.1) por la izquierda por el operador 4” (p, — %Ay) + mc y use la relacién
de anticommutacién de las matrices gamma, {§#,4"} = 2¢g*”. Desarrolle el producto y obtenga la
siguiente expresion:

. e . e € it aulsa
[ (p - AM) (pu - Au) — -3 4" (B Au) — mP | =0. (3.4)
c c 2c
En el término (p,A,) se entiende que p, actiia solo sobre A, y no sobre 9. Use ahora p,, = ih0, y
también

M Fu = A" 4" 1(0uAy — 0L AL) = i(AHAY 0u AL, — AYAHO0LAL) = t[AF,47]0, AL (3.5)

1
2
(jdemuéstre esto!) y obtenga finalmente el resultado (3.2). (b) Exprese 6#*F),, en términos de los
campos electromagnéticos E y B en la representacién de Dirac. Ayuda: use la antisimetria de 6+
y F, asi como la forma explicita de F},,,

0 B E, E;
~Ey 0 —Bs B

[Fuwl=1{ E, Bs 0 B | (3.6)
—-E3 —By B 0
y también los siguientes resultados,
6% =it;, 69 =epbp, O = l (618)P (62)13 ] , (3.7)
donde las (6%)p son las matrices de Pauli. Aqui tiene el resultado:
G F,, =2(i6-E— 6 - B). (3.8)

Nota final: al comparar la ec. (3.2) con la ecuacién de Klein-Gordon, es claro que solo se diferencian
por la presencia en (3.2) del término con 6/VF),. Ese término es precisamente un término de
acoplamiento entre el espin de la particula y el campo electromagnético. Es de mencionarse que las
soluciones de la ec. (3.2) incluyen, de hecho, soluciones redundantes que no satisfacen la ecuacién
original de primer orden (3.1) (estas son soluciones de (3.1) pero con el signo opuesto de m). Sin
embargo, la escogencia de las soluciones apropiadas es, usualmente, obvio. Un procedimiento tipico
es que, si ¢ es cualquier solucién de la ecuaciéon de segundo orden, entonces una solucién de la
ecuacion correcta de primer orden es

= [@“ <15u - iAu> + mc} 6. (3.9)

En efecto, multiplicando esta ecuacién por 4 (p, — %Ay) — mec, vemos que el lado derecho se anula
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ya que ¢ satisface la ecuacién (3.2). Es decir, se obtiene que ¢ satisface la ecuacién de Dirac usual
(3.1).

4°) Determine los niveles de energia de un electrén en un campo magnético constante. Ayuda:

considere el potencial vector A, = A, =0,y Ay = Bx (el campo magnético entonces se encuentra en

el eje z). Las componentes p, y p, del momentum generalizado (asi como la energfa) son cantidades

conservadas. Use la ecuacién (3.2) del ejercicio anterior y asuma que la solucién (por ejemplo, ¢)

es autofuncién de 6, (con autovalores o = £1) y de los operadores p, y p.. La ecuacién para ¢ es:
d2

—og+(eBr—p,)’ —eBo|g=(—m’—p)p, h=c=1. (4.1)

Por su forma, esta ecuacién es la misma que la ecuacion de Schrédinger para el oscilador lineal.
Los autovalores se determinan de la férmula siguiente:

e2—m? —p?=le|B2n+1)—eBo, n=0,1,2,.... (4.2)

La funcién de onda 1, la cual se determina a partir de ¢ usando la férmula (3.9) del ejercicio
anterior, no es autofuncién de &,; este hecho esta de acuerdo con la afirmaciéon que el espin no es
una cantidad conservativa para una particula en movimiento.

5°) Como se discuti6 en clase, una transformaciéon de Lorentz es cualquier transformacién que
deja la longitud de los cuadrivectores invariante. Por ejemplo, para el cuadrivector posicion escri-
bimos z = /z,2" = inv. En general, una transformacién A la cual opera sobre el espacio de los
cuadrivectores puede ser escrita asi: 2’ = A* z¥ (= z# = (A1)~ 2" ). El requisito que la longitud
de un cuadrivector permanezca invariante nos lleva a la siguiente condicién sobre A:

G (5.1)

Demuestre a partir de esta ecuacién que det(A) = £1, y por lo tanto que para toda transformacion
de Lorentz (homogenea) existe una transformacién inversa.
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