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1°) Una particula libre de masa m se mueve en una direccién arrancando desde el origen y llegando
a la posiciéon [ en un tiempo T'. La trayectoria debe entonces satisfacer las condiciones xz(0) = 0
y z(T) = I. (a) Encuentre la posicién en funcién del tiempo, z = x(t). (b) Encuentre la accién. (c)
Suponga ahora una trayectoria mas general de la forma 2 = 2(t) = a+bt+t> e imponga las condiciones
2(0) =0y z(T) = . (d) Halle la accién. (e) Encuentre las condiciones que hacen minima esta ultima
acciéon y compruebe que esto implica el resultado obtenido en (a). (f) Repita todo este procedimiento
considerando ahora que la particula experimenta una aceleracién uniforme +g en el tiempo 71" arrancando
desde el reposo. Nota: en este dltimo caso la energia potencial es U = U(z) = —mgz.

2°) (a) Determine la funcién y = y(z) que minimiza la integral
1

Ty(x)] = /0 o Py, ) = /0 do (1+(¥/(2))?), (2.1)

y que ademds satisface las condiciones de frontera y(0) = 0y y(1) = 1. (b) Con la solucién y = y(z)
que encontré en la parte (a), y escogiendo a la funcion n = n(x) = z(1 — x) (la cual satisface
n(0) = n(1) = 0), calcule la siguiente integral:

Ie] = /01 de F(y+en,y +en,x) = /01 dx (1 + (v (x) + en'(x))Q) , (2.2)

y luego verifique directamente que dI/de = 0 cuando € = 0. (c) Haga el cambio y(z) = = + u(z) en
la integral de la parte (a) y encuentre la u = u(z) que minimiza la integral ; Qué condicién de frontera
debe satisfacer la funcién wu(z)?

3°) Demuestre que una condicién necesaria para que

z2
I:/ do F(y,y',y", 1) (3.1)
1
sea un extremo, es que
oF d [(OF d?> [ OF
il el — (=) =0 3.2
Oy dx <8y’> T (3@/’) (3:2)
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i Puede generalizar este resultado?

4°) Si la funcién integrando, F', de la integral

2
1= [ de Py, (4.1)

1

es explicitamente la derivada total con respecto a x de alguna funcién de =z y y jqué forma toma la
ecuacién de Euler-Lagrange? Nota: puede demostrarse que una condicién necesaria y suficiente para que
la ecuacién de Euler-Lagrange se satisfaga identicamente es que la funcién integrando sea explicitamente
la derivada respecto a x de alguna funcién G = G(y, ).

5°) Una curva C' de longitud [ une los puntos (x1,y1) y (z2,y2). Encuentre la forma de C para que
el area limitada por C, por las rectas x = x1 y * = x2, y por el eje x, sea un maximo.

6°) Se desea encontrar la forma de una curva sobre un plano, que tenga los puntos extremos fijos
de forma tal que su momento de inercia con respecto a un eje perpendicular al plano y que pase por un
origen fijo, sea minimo. (a) Usando coordenadas polares (r, #), demuestre que el problema es equivalente
a minimizar la integral

ro do 2
1:/ drr?y[ 1472 () , (6.1)
" dr

donde los extremos fijos del alambre son (r1,61) y (72,602). (b) Escriba la ecuacién de Euler-Lagrange.
(c) Resuelva la ecuacién obtenida en (b). Nota: usted debera obtener algo como r® = cysec(30 + c2),
donde c; y co se determinan teniendo en cuenta que la curva pasa a través de los puntos fijos.

7°) (a) Encuentre una expresién integral que dé la distancia entre los puntos (r1,01) y (re,62)
que estan expresados en coordenadas polares. (b) Use la ecuacién de Euler-Lagrange para encontrar la
curva que minimiza la integral de la parte (a) ;Qué funcién r = r(0) encontré? (c) ;Qué curva es?
iDemuéstrelo! La siguiente integral le podria ser atil:

1 1
dr ——— = —~ cos™ ! (C) . (7.1)

8°) La Lagrangiana para una particula relativista de masa en reposo m, moviéndose sobre el eje =
con energia potencial U(z), puede escribirse asi:

.\ 2
&
L=—-mc®[1— () +mc? —U(zx). (8.1)
c
(a) Encuentre la ecuacién de movimiento usando las ecuaciones de Euler-Lagrange. (b) Integre una vez
la ecuacién de movimiento que obtuvo en la parte (a). Esta dltima solucién esta relacionada con la
energia de la particula, asi que, escoja adecuadamente la constante de movimiento de tal forma que en
el limite no-relativista (|| < ¢) la expresién para la energia se reduzca a la expresién usual.

9°) De todas las curvas que circundan una regién dada de drea A jcual es la que tiene menor

longitud? Discltase la relacién de este problema con el problema de encontrar la curva con longitud
conocida que encierra un drea maxima.
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