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1°) Como usted sabe, si uj(x) es una solucién de la EDO u"(z) + P(z)u/(z) + Q(z)u(x) = 0,
entonces " Y 4i P(G

[u1(y)]?

es también una solucién. Asi que, la solucién general de la EDO es u(z) = Aui(z) + Bua(x), con A
y B constantes arbitararias. Considere ahora la ecuacion de Bessel:

" (2) + zu/ (z) + (2 — vH)u(z) = 0. (1.2)

Una solucién de esta ecuacién, para todo v, es la llamada funcién de Bessel de primera clase,
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(a) A partir de Jo(z) encuentre una segunda solucién de la ecuacién de Bessel. Ayuda: use la férmula
I'(n+1) = n!l. (b) Como es de su conocimiento, una segunda solucién de esta ecuacién es precisamente

la funcidon de Neumann de orden cero
(12 \ 2 (21)2 2 (31)2 2 ’

(1.4)
donde v & 0,57721. Reconcilie este resultado con el obtenido por usted en la parte (a). (4+2=6 ptos.)

No(z) = 2 [ln (g) —1—7} Jo(x) +
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2°) (a) Encuentre la solucién de las ecuaciones de Legendre, Laguerre y Hermite en el caso A = 0.
Escriba cada solucién hasta donde pueda. Ayuda: aqui tiene las ecuaciones:

(1 — 2" (z) — 220/ () + Au(z) = 0, (2.1)
u”(x) + (1 — 2)u'(x) + Au(z) = 0, (2.2)
u"(x) — 220/ (z) + Au(z) = 0. (2.3)

La ecuacién (2.1) es la de Legendre, la (2.2) es la de Laguerre y la (2.3) es la de Hermite. Otra
ayuda: multiplique la ecuacién (2.2) por exp(—x) y la (2.3) por exp(—x?), de esta manera las escribira
facilmente en la forma auto-adjunta. Nota: soluciones de estas ecuaciones con A = 0 ya han sido
obtenidas por usted, en efecto, el polinomio de Legendre P,—o(z) = 1, donde = € [—1,+1], es solucién
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de (2.1), siendo A = n(n + 1). El polinomio de Laguerre L,,—o(z) = 1, donde z € [0, 4+00), es solucién
de (2.2), siendo A = n. Asimismo, el polinomio de Hermite H,,—¢(z) = 1, donde x € (—o0, +00), es
solucién de (2.3), siendo A = n. Ayuda final: la siguiente integral le serd atil al resolver (2.1):

1 1
[ g =

(b) {Qué caracteristica especial presentan sus soluciones que no poseen las polinémicas dadas aqui
arriba? jJustifique su respuesta! (3+3=6 ptos.)

a-+x

. (2.4)

a—x

3°) (a) Encuentre las autofunciones complejas y los autovalores del siguiente problema de Sturm-
Liouville:
u () + Mu(z) =0, 0<z<m, u(0)=u(r), u(0)=u(n) (3.1)

iJustifique detalladamente cada uno de sus resultados! (5 ptos.)

4°) (a) Considere la EDO de Legendre (2.1) con n = 1 (A = n(n + 1)). Suponga que existe al
menos una solucién en serie para esta ecuacidon que tiene la forma

u(r) = ap + a1t + azr® +azz® + -+, (4.1)

donde x € [—1,+1]. Sustituya la serie (4.1) en (2.1) y encuentre su solucién general. (b) Evalde en
x = +1 cada una de las soluciones independientes que encontré en la pregunta anterior jQué puede
concluir? jJustifique su respuesta! Ayuda: el siguiente resultado le podria ser de utilidad:

> 1
Z = o0. (4.2)
P 2k+1

(44+1=5 ptos.)
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