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1°) Sobre los efectos del potencial delta de Dirac en una dimensién: suponga conocidas las
soluciones w, () de la ecuacién de Schrédinger independiente del tiempo

n? d?

—%Ewa(l‘) + V(I')wa(x) = ana(l‘), (11)

las cuales satisfacen una relacién de ortonormalidad "a la Dirac" (wg, ws) = §(a — @’). Por otro lado,
necesitamos resolver la siguiente ecuacién de Schrodinger

n? 2
" 2mda?

(@) + V(@)p(x) + Ao(2)d(z) = Ey(z), (1.2)

donde A es un parametro real (el "strength de la delta"). Pues bien, la solucién i (z) de (1.2) se puede
escribir en términos de las soluciones de (1.1) asi:

+oo

vie) = [ dacla)ua(a). (13)
—0o0

(a) Sustituya (1.3) en los dos primeros términos a la izquierda en (1.2). Ahora use la ecuacién (1.1) para

eliminar el término que tiene la derivada segunda asi como el que tiene el potencial V' (x). Finalmente,

multiplique escalarmente por w,/ () a la ecuacién que obtuvo y despeje ¢(a’). Nota: Si lo ha hecho

bien, usted habra encontrado la siguiente expresion para las soluciones de (1.2)

+oo w* W (x
() :A¢(O)/ daM, (1.4)

—00

donde el asterisco corresponde a la conjugacién compleja. La cantidad 1(0) se puede determinar de
la condicién de normalizacién para 1(z). (b) Suponga que V(z) =0y A\ = —g < 0 jcuales son las
soluciones wq (x) de (1.1) en este caso? (c) Encuentre ¢)(x). Si le interesé el problema, le recomiendo
consultar la referencia: D. A. Atkinson y H. W. Crater, “An exact treatment of the Dirac delta function
potential in the Schrédinger equation,” Am. J. Phys, 43, 301 (1975).

2°) Sobre la transformada de Fourier de la funcion de Heaviside: (a) Como el Profesor demostré
en clase, la transformada de Fourier

— 1 oo .
Fibla)| = o) = —= [ deota) expl=ika) (1)
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de la llamada funcién de Heaviside ¢(z) = ©(z) (©(x) =1, parax >0y O(z) =0, para z < 0) es

b(k) = \/12? [—ip.v. (;) + ﬂé(k)] (2.2)

jDemuéstrelo usted! Ayuda: es claro que

., too . .
o(k) = Nz lgr(l) ; dx exp(—i(k — ie)x), (2.3)
ahora haga la integral en (2.3) y use el siguiente resultado:
I _pv <1> iw3(k) (2.4)
o kEie o \k) TN '

(b) Sustituya el resultado (2.2) en la expresién que da la transformada inversa de Fourier de ¢(k):

1 Foo
Flo(k)] = x:/ dk ¢(k) exp(+ika 2.5
[¢(F)] = ¢(x) N3 (k) exp(+ikz) (2.3)
i Que encontré? Ayuda: la siguiente integral le sera (til:
+00 in(k
/ dk sin(kz) = Es.gn(av), (2.6)
0 k 2
donde sgn(z) es la llamada funcién signo (sgn(x) = 1, para z > 0 y sgn(xz) = —1, para z < 0). (¢)

Usando la féormula (2.2), demuestre la relacién:

400
o(k) = ;ﬂ/_ dx exp(ikzx). (2.7)

3°) Sobre la representacion integral (de Fourier) de la delta de Dirac: como se demostré en
clase (y usted comprobé en la pregunta (c) del segundo problema de esta tarea), la delta de Dirac puede
escribirse asi:

+oo
o(x) = ;ﬂ/_ dk exp(ikzx). (3.1)

En este problema intentaremos otra demostraciéon de (3.1). (a) Defina la siguiente funcién de = y

demuestre que es real:
+oco

F(z) = / dk exp(ikz). (3.2)

—00

(b) Integre a F'(x) desde x = —A hasta z = +B, donde A > 0y B > 0y obtenga el siguiente resultado
preliminar:

+B  ptoo +B
/ dx F(x / / dk dx cos(kx) = lim lim / dk dz cos(kx), (3.3)

a—00 B—00

donde @ > 0y 8 > 0. Ahora resuelva la integral en k y obtenga el resultado que sigue:

+B +B : +B .
/ de F(z) = lim PRI CLORNT d SB0T). (3.4)
_A B—oo J_ 4 €T a—oo [ 4 T
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(c) Haga el cambio u = Sz en la primera integral y u = ax en la segunda integral, entonces los limites
pasan aser —3A a fBy —aA a aB, respectivamente. Compruebe que se obtiene el siguiente resultado:

/+B dz F(z) = 2 /M au SR o (3.5)

—A —00 u

donde la dltima integral la puede obtener del resultado (2.6) del segundo problema de esta tarea. Note
que el resultado final (3.5) es independiente de los valores de Ay B mientras A > 0y B > 0. Ya que
Ay B pueden hacerse tan pequefios como queramos, toda contribucién al valor de la integral debe
provenir del punto z = 0y ya que A y B son arbitrarios, todos los puntos x # 0 no deben tener ninguna

contribucién a la integral, por lo tanto
F(z) =2n0(zx) (3.6)

i Que le parecié el método?

4°) Una aplicacién de la férmula |z|” = 26(z): considere la integral
+1
I :/ dx |x| ¢ (z). (4.1)
-1

Integrando por partes (dos veces) demuestre el siguiente resultado:
/ / +1 1 "
1= [lalv'@) = laf v(@)] " + | dolal ()

= ' (+1) = ' (=1) = (+1) — (1) + 2¢(0). (4.2)

Note que este procedimiento permite evaluar la integral I de una manera mas simple que en la manera
usual, es decir, escribiendo primero la integral como

I=- /01 dz z " (x) + /OH dz z " (x), (4.3)

y luego haciendo las integrales por partes en cada integral separadamente.

5°) Sobre la transformada de Fourier de ciertas funciones discontinuas: (a) Encuentre la
transformada de Fourier de la funcién signo sgn(x). (b) Deduzca la transformada de Fourier de la funcién
de Heaviside ©(x) a partir del resultado obtenido en (a). Ayuda: recuerde que sgn(z) = 20(z) — 1. (c)
Deduzca la transformada de Fourier de xO(z) a partir de la de O(z).

6°) Sobre el inverso del operador momentum en una dimension: sea ¢ = () una funcién
sobre la cual acttia p !, donde p = —ihd/dx es el operador momentum. Sea ¢ = ¢(z) el resultado de
esta operacion:

¢(x) = p (). (6.1)

Encuentre ¢(x) para una funcién ¢ (x) dada. Ayuda: La expresiéon (6.1) esta escrita en la llamada
representacion de coordenadas. En la representacién del formalismo invariante, o del espacio de Hilbert
abstracto, la ecuacién (6.1) se escribiria asi:

|6) = P~ [v). (6.2)
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Multiplicando la relacién (6.2) por |z), se obtiene precisamente la relacién (6.1), en efecto,

(] ¢) = (x| P g)=p" (x| $) = o(z) = " ¥(x). (63)

Si f(p) y g(p) son, respectivamente, las transformadas de Fourier de ¥ (x) y ¢(x), podemos escribir las
siguientes relaciones:

1 oo i2x —iZx
v = = [ o f) et 5 )= —— / do (e (6.4)
y
+o0 N +o0 N
o@) = o= [ dpaln) 5 g) = = [ “avotm et (69

Ahora, si se multiplica la relacién (6.2) por |p), se obtiene el andlogo de la férmula (6.1) pero en la
representacion de los momenta. En efecto,

(plo)={(p| P |¢)=p""(p|¥)=g) =p'f(p) (6.6)

Multiplicando la relacién que estd mas a la derecha en (6.6) por exp(-+ipxz/h)/v2mh, y luego integrando
en p, se obtiene el siguiente resultado:

1 D 1 1 ip
- d Fiypr _ dp = —ng’
V2rh /oo rope Vorh (p)e
0 mejor
i e, o1 (p ' /
o(x) = Py dx / dp Esm (h(x —x )) P(x') (6.7)

(donde se usaron expresiones incluidas en (6.4) y (6.5)). Demuestre que la férmula (6.7) puede escribirse
de la siguiente manera:

i [ i [t
o) = [ v - g [ v, (6.8)

Nota: la férmula (6.6) muestra que la funcién g(p) tiene, en general, un polo en p = 0. Para evitar este
resultado, podria imponerse la condicién f(p = 0) = 0, la cual implica que fj;o dz’ ¥(x") = 0. De esta
forma, el resultado (6.8) puede escribirse asi:

o) =5 [ da' o). (6.9)

—00

1 es un operador integral de la forma

P = ;/ a2’ (), (6.10)

—0o0

Es claro que el operador p~

y actda sobre una funcién de z’ (que debera colocarse en el interior del paréntesis en (6.10)). Nota final:
verifique, usando la férmula (6.9), que po(z) = ¥(z).

7°) Sobre la llamada férmula de suma de Poisson: en este problema derivaremos una férmula

que se usa frecuentemente en la fisica matematica en aquellos casos en los cuales la solucién de un
problema da una serie infinita. Esta es la llamada férmula de suma de Poisson y por simplicidad la
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derivaremos en el caso unidimensional. Considere la siguiente funcién que esta definida en términos de
una serie:

+oo
S(@)= > fle+ql), (7.1)

q=—00

donde f es una funcién arbitraria. (a) Demuestre que S(x) es periddica, con periodo fundamental L.
(b) Si ha demostrado que S(x) es periédica entonces podra expresarla en una serie de Fourier, es decir

S(z) = nizo:ooo Cn €XP <127Ir/n$> , (7.2)

donde los coeficientes c¢,, vienen dados por

1 [HLE/2 2mn
n =7 /_L/2 dz S(x) exp (—zLx> (7.3)

iDemuéstrelo! (c) Sustituya la serie (7.1) en (7.3) y saque la suma de la integral, ahora haga el cambio
de variable y = x+¢L y realice la suma sobre g. Si lo ha hecho bien habra obtenido el siguiente resultado

Cn = i/_:o dy f(y) exp <—127Lmy> : (7.4)

(d) Note que el resultado (7.4) es practicamente la Transformada de Fourier de f, en efecto,

¢ (?) = \/127 /_:O dy f(y) exp (—i27£ny> = \/127Lcn- (7.5)

Sustituya ¢,, en términos de ¢ (obtenida de (7.5)) en la suma (7.2):

S(z) = % io ) (T) exp <Z27£nx> . (7.6)

n=—oo

Esta es precisamente la férmula de suma de Poisson. (e) Demuestre que en el caso en que f es |a delta
de Dirac, la férmula de Poisson nos proporciona el siguiente interesante resultado:

+oo +o0 n
Z dz+ql) = % Z exp (12721:1,‘) . (7.7)

q=—00 n=—00

(f) La suma de funciones delta de Dirac (regularmente espaciadas) en (7.7) puede considerarse una
funcién periddica de periodo (fundamental) L. Encuentre su expansién en una serie de Fourier pero en
términos de exponenciales imaginarias. Ayuda: el resultado es precisamente la férmula (7.7) pero usted
lo debe demostrar. En efecto, escriba

“+oo “+oo
S(z) = _2: O(x+qL) = _z: cnin (), (7.8)

donde

+L/2 1 21
e = (1, ) = /_m da —exp (—zLx) (ot 0z —L)+0@) + @+ L) +-). (7.9
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Finalmente sustituya el resultado obtenido en (7.9) en (7.8). (g) Calcule la transformada de Fourier

o(k) de la funcién S(z) j Que puede concluir? Ayuda: aqui tiene el resultado

o & 2mn
k) = —— olk——).
o) =7 3 o (k=)
(h) Demuestre la férmula de Parseval-Plancherel generalizada:

+00 +oo
/ dk: (o(k))" (k) = / dz (S(x))" F(z),

—0o0 —00

(7.10)

(7.11)

donde ¢(k) y 9 (k) son las transformadas de Fourier de S(x) y F'(x), respectivamente. (i) Sustituya la
serie S(z) escrita en (7.8), asi como su transformada de Fourier ¢(k) (que usted obtuvo en la pregunta
(g)), en la férmula (7.11). Luego de hacer las integrales a ambos lados ;que resultado obtuvo? Ayuda:

aqui tiene la respuesta

teu ni_j@w () - qii F(qL)

. Como se relaciona este resultado con la formula de suma de Poisson?
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