Universidad Central de Venezuela
Facultad de Ciencias
Escuela de Fisica

Métodos Matematicos de la Fisica 1l (2424)
http://fisica.ciens.ucv.ve/~svincenz/metodosmatematicosdos.html

Tarea 2
Funciones generalizadas
Algebra y calculo en la variable compleja
http://fisica.ciens.ucv.ve/~svincenz/metodosmatematicosdos(t2) .pdf

1°) Algunas transformadas de Fourier: encuentre la transformada de Fourier (generalizada) de
las siguientes funciones: (a) z. (b) z™. (c) d(z). (d) (d"d/dz™)(x). (e) d(z — a). (f) exp(iax). (g)
sin(ax). (h) cos(az). Aqui a es real y n es un entero positivo. (i) Una vez mas, calcule la transformada
de Fourier de la funcién signo sgn(x), y luego la de la distribuciéon P.V. (1/x).

2°) Ejercicios simples: (a) Demuestre |a siguiente propiedad de |a delta de Dirac: d(ax) = d(x)/ |al,
donde a # 0. (b) Calcule § [cos(z)] y ¢ [sin(x)].

3°) Diversos problemas sobre niimeros complejos: (a) Demuestre la identidad del paralelogramo:
|21 + 22 4 |21 — 22 = 2|21 2 4 2|20 (3.1)

(b) Demuestre las siguientes desigualdades:
Re(z) < |Re(2)| < |7, (3.2)

Im(z) < [Im(z)] < |z]. (3.3)

(c) Si usted asocia z; = x1 + iy; al vector r; = T17 + Y1) + 0k y analogamente z5 = xo + iy2 al
vector Ty = Tai + Y2 + 0k. (/) Demuestre que 71 - 79 = Re(2122). De esta forma, z; es perpendicular
a 22 (21 L 22) siy solo si Re(z122) = 0. Nota: si se verifica z; L 25 entonces se verifica el teorema de
Pitagoras |21 — z|> = |21]? + |22/, en relacién con esto, puede demostrar que iz L z y |iz| = |2|, asi
pues, la multiplicacién por i equivale a rotar z en 90°. (ii) Demuestre que 71 X 7o = Im(z172)k. De
esta forma, la condicién para que z1 y z2 sean paralelos es Im(z122) = 0, de hecho, z; es paralelo a z
si z1 = tzo, donde t es un nimero real. (d) Demuestre que el area del triangulo de vértices 0, z1 y 22
es:

1 _
A= 3 |Im(2122)] . (3.4)
(e) (i) Demuestre la desigualdad triangular:
|21 4 22| < |21] + |22] - (35)

(i) Compruebe que esta desigualdad se puede extender facilmente para incluir cualquier nimero de
sumandos
’21+22+Z3+"'|S‘Zl’+|22‘+’23|+"'. (3.6)

(iii) Compruebe que la cota inferior para |z; + 22| viene dada por la siguiente desigualdad | |z1| — |22| |
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< |21 + 22|. Esta dltima y la triangular se pueden combinar y escribir asi:
[z1] = 22| | < 21 + 22| < |z1] +[22] - (3.7)

(f) Sea R una constante positiva y zgp un niimero complejo fijo. Muestre que la ecuacién para el circulo
de radio R centrado en —zy se puede escribir asi:

|2]? + 2Re(220) + |20|> = R~ (3.8)

(g) Demuestre la siguiente identidad:
, , 2, _
21 +iz|? — |21 —iz|? = 5(212’2 — Z122), (3.9)

donde z; y z2 son nimeros complejos. (h) Demuestre que para todo entero positivo N se verifica:

_ 1—2N
SN-1_ 7%

T4z+224 +
1—=2

AL (3.10)
y a partir de aqui, demuestre la identidad trigonométrica de Lagrange:

sin 1
sy =3 =LA
sin (5

(i) Demuestre que la férmula cuadratica usual resuelve la ecuacién cuadrética az? + bz + ¢ = 0 cuando
los coeficientes a # 0, b y ¢ son nimeros complejos. (j) Encuentre el drea de un triangulo con vértices
en z1, zo ¥ z3. Ayuda: aqui tiene la respuesta:

, 0<0 <27 (3.11)

1 Re(z1) Im(z;) 1
A= 5 || Re(z2) Im(z2) 1 ]. (3.12)
Re(zz) Im(z3) 1

(k) Demuestre que la suma y producto de todas las raices de agz” + a1z "' +--- + ay = 0, donde
ag # 0, son: —ay/agy (—1)Nax/ag, respectivamente. (1) Pruebe la siguiente relacién:

sin (;\Tf) sin (33) sin (%) ----- sin ((N ]_Vl)ﬂ> = 2]{]\11, (3.13)

N

donde N = 2,3,.... Ayuda: escriba el polinomio z" = 1 en términos de sus raices (las cuales satisfacen
2N — 1 = 0). Use luego la férmula (3.10). (m) Pruebe que 71 exp(if1) + 2 exp(ify) = r3exp(if3),
donde:

_ i 91) + 79 sin(@z)
5= \/r2 1342 61 — ), 05 =t 1(”51“( ) 14
r3 7“1 +7”2+ T1T2COS( 1 2), 3 an " COS(91)+’I"2COS 02) (3 )

(n) Una funcién f(z) se llama una isometria si no modifica las distancias, es decir, si:
£ (21) = f(22)] = |21 — 2], (3.15)

para todo par de nimeros complejos z1 y z2. Si f(z) es una isometria y a y 3 son dos constantes,
con |a| = 1, demuestre que g(z) = a.f(z) + S también es una isometria. Deducir de lo anterior que la

17



funcién:

f(z) = f(0)

g(z) = ) 3.16
&= -0 (319

es una isometria que verifica g(0) =0y g(1) = 1. (o) Pruebe que si |a| < 1 (a € R), entonces:

1 — acos(h)
1 2 ) 3 R ) 1
+ acos(f) + a” cos(26) + a” cos(36) + 1~ 2acos(d) + &2 (3.17)
asin(f) + a®sin(26) + a3sin(30) + - -- = asin(6) (3.18)
~ 1—2acos() + a?’ '
Ayuda: deberd demostrar primero el siguiente resultado:
1

1+z+z2+-~::, 2| < 1. (3.19)

4°) Un ejercicio simple pero jlo sabe usted hacer?: Encuentre las dos raices cuadradas z del
nimero complejo (escrito en forma bindémica) a + ib. Exprese sus resultados solo en términos de a y b.
Nota: no se permite usar ningtin resultado que involucre a la forma polar de a + ib.

5°) Otro ejercicio simple: Encuentre el médulo de la funcién

212 + 29
F(Z) = —_—— (5'1)
222 + 21
siendo |z| = 1y 21 y 22 cualesquiera nimeros complejos (como es usual, la barra sobre una cantidad
corresponde a la operacién de conjugacién compleja).
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