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1°) Dos integrales parecidas: (a) En la Tarea 4 (problema 7°, parte b) usted calculé la siguiente
integral:
o0 cos(z)
Ii(a>0)= dr ——=. 1.1
>0 = [ ar 52 (11)
Alli se considerd la funcién compleja F(z) = exp(iz)/(a®+ 2%) y se tomé como contorno de integracién
C el eje real [—=R,+R)] y un semicirculo en el semiplano superior I' (= C = [-R,+R|®T). Finalmente
se dej6 que el radio R del semicirculo tendiera a infinito. (b) Ahora evalie la siguiente integral:

o0

Ir(a>0) = P.V./ da

—00

cos(z)

. (1.2)

a? — 2’

Ayuda: considere la funcién compleja F(z) = exp(iz)/(a? — 2%) y tome como contorno de integracién

C el eje real desde © = —R hasta x = +R pasando por encima de las singularidades del integrando con
semicirculos I'y y I's, y un semicirculo en el semiplano superior I'. Una vez maés, deje que el radio R del
semicirculo I' sea infinitamente grande, y que los radios 71 y 73 de los semicirculos I'; y I's tiendan a
cero. Nota: justifique todos sus resultados.

2°) Vea como aparece inesperadamente la funcion Gamma: una particula de masa m se mueve
sobre el eje  bajo la accién de una fuerza de atraccién hacia el origen O dada por F' = —(k/a:)i donde
k > 0 es una constante de proporcionalidad. Si la particula parte del reposo en = a > 0, encuentre el
tiempo que necesita para llegar a O. Ayuda: aqui tiene la respuesta:

T,=a ;ZI‘@) (2.1)

3°) Use la funcion Gamma para demostrar estos resultados:

! (=1)"n!
(a) /0 dx ™ In"(x) = s nenteroy m > —1. (3.1)

(b) /000 dx exp (—axQ) cos (bx) = ;\/Zexp <—22> . (3.2)

4°) La funcion Gamma tiene polos en el eje real negativo: muestre que es posible continuar
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analiticamente la funcién gamma por medio de la siguiente férmula:

B o0 (_1)k +oo .
I'(z) = kz:%] WG+ h) +/1 du vt exp(—u). (4.1)

Nota: la integral es una funcién analitica de z en la regién Re(z) > 0.

5°) (El pozo cuadrado infinito? considere la siguiente secuencia de funciones energia potencial:

T 2k
Uk(x)—c<a) L ke{L23..), (5.1)
donde ¢ > 0y a > 0 son constantes. (a) Dibuje aproximadamente Uy (z), Us(z) y Us(z) en el intervalo
x € [—a,+a] i Cémo es el comportamiento de Uy (z) a medida que k aumenta? Como usted sabe, segiin
el postulado de Bohr-Wilson-Sommerfeld, la condicidon que cuantiza los estados clasicos de un sistema
periédico unidimensional es:

1
%ygdm’p(az):nh, n=123,..., (5.2)

donde p(x) es el momentum de la particula y la integral se toma sobre la trayectoria real hecha por la
particula durante un periodo de oscilacién. La regla de cuantizacién (5.2) nos proporciona un método
para determinar aproximadamente los niveles de energia cuantizados de la particula, es decir, para
obtener la energia en funcién de n. En nuestro caso, la particula clasica, con energia E, se mueve en el

rango x € [—Zy,, +Z,|, donde
1
B\
Tm =a (c) - (5.3)

La integral en (5.2) es entonces

a

%dxp(az) = 4/()+93m dzp(z), con p(z)=V2m|FE —c <$)2k (5.4)

(b) Haga un cambio de variables para reescribir la integral en (5.4). Ayuda: aqui tiene el cambio:
¢(x/a)* = Ey?*. (c) Haga ahora otro cambio de variable para escribir la integral obtenida en (b) en
términos de la funcién Beta de Euler. Si lo ha hecho bien, usted debera obtener el siguiente resultado:

2 1
%dxp(x) = 2 (am)s e B <2k ;’) | (5.5)
Recuerde que la funcién Beta se define asi:
1
B(m,n) = / duu™ (1 —u)"t. (5.6)
0

(d) Encuentre ahora la energia £ = E, j a partir de (5.2). Ayuda: esto es un simple despeje, sin
embargo, concéntrese para que no se equivoque. (e) Finalmente, tome el limite de E,, ;, cuando k tiende
a infinito jExplique el resultado obtenido! j Cual problema cuéntico acaba usted de resolver? Nota: yo
creo (sinceramente) que usted puede obtener este limite (no se asuste ya que es muy facil). Le escribo
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aqui el resultado:
nm

2a

Recuerde que la funcién Beta se relaciona con la funcion Gamma a través de la relacién:

h2 2
lim En’k:< ) , n=1,23,.... (5.7)
k—o0

2m

F'(m)I'(n
B = . 5.8
(m, n) I'(m+n) (5:8)
Asimismo, la siguiente serie le serd muy atil:
=242+, y=0,57721 (5.9)

I'(z)

(v es la llamada constante de Euler-Mascheroni). Nota: para ser mas precisos, esta constante se define
como

, 1 1 1 1
V—JLH;O(1+2+3+4+-~'+nln(n)) =0,5772156... . (5.10)

6°) Otra forma de escribir la funcién Beta: demuestre el siguiente resultado:

™

B(m,n) = 2/02 df sin®™1(6) cos®1(9). (6.1)

7°) Una férmula muy uatil: demuestre que si

400 o1 T
/ dx = — , 0<p<1, (7.1)
0 x+1 sin(pm)

entonces

LI -p) = (7.2)

sin(pm)
(En ocasiones, (7.2) es llamada la “férmula complemento” y también es conocida como la “férmula de
reflexién” para la funcién Gamma).

8°) Demuestre los siguientes resultados:

(a) /()de/x(gx) = g (8.1)
(b) /072r dx y/tan () = 7T\2/§ (8.2)

9°) Demuestre la llamada formula de duplicacion de Legendre:

T(p)T <p+ ;) - Qﬁlr (2p). (9.1)
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