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1°) iOjo con las segundas soluciones! Para el caso muy particular de A = 0y as(xz) = 0, la
ecuacién de autovalores auto-adjunta se transforma en

% {ao(x)jxu(m)} 0. (1.1)

Utilice esto para obtener una segunda soluciéon de las ecuaciones de Legendre, Hermite y Laguerre.
Verifique el comportamiento divergente que normalmente se encuentra en la segunda solucién.

2°) Un resultado poco conocido: (a) Demuestre el siguiente resultado: “Sea Lu(z)+ A w(z)u(z) =

0, con
i= % [ao(x);iu(x)} + as(@), (2.1)

sobre el intervalo a < z < b. Si se tiene que ag(z) > 0, az(xz) <0y w(z) > 0, y si las condiciones de
frontera son tales que satisfacen la desigualdad ag(z) u(x) u’(m)|2 < 0 (donde la barra sobre u corres-
ponde al complejo conjugado) entonces todos los autovalores A son no-negativos” Ayuda: multiplique
la ecuacién diferencial Lu(z) + Aw(z)u(z) = 0 por @(x) e integre una vez por partes. (b) ;Cémo son
los autovalores si se tiene la condicién de frontera u/(a) — Au(a) = 0, u/(b) + Bu(b) = 0, donde las
constantes A y B son reales y positivas?

3°) Un problema de Sturm-Liouville simple jo no tan simple? (a) Encuentre los autovalores y
las autofunciones ortonormales complejas asociadas al siguiente problema de Sturm-Liouville. La EDO
es Lu(z) + Mu(x) = 0, donde L = d?/dz? con —a < = < a. Las condiciones de frontera son las
antiperiédicas: u(—a) = —u(a), v/(—a) = —u/(a). (b) ;Es el espectro de L degenerado? (c) Considere
a los operadores p = —id/dx (el operador momentum) y H = —L = p? (el operador energia) ;Son las
autofunciones de L autofunciones también de Dy H? (d) Compruebe que las autofunciones obtenidas
en (a) satisfacen las relaciones u, () = u_(p41)(—), Un(®) = u_(41)(x). (e) Considere ahora a

los operadores II (el operador paridad) y 7' (el operador de inversién temporal): (ﬁu) () = u(—x),

(Tu) (z) = @(z) iSon las autofunciones que obtuvo en (a) autofunciones de 1Ty 777

4°) El potencial 1/z2% en la mecénica ciiantica y sus estados ligados: considere una particula
de masa m en el potencial unidimensional V() = oo, para xz <0y V(x) = —a/z?, para z > 0, donde
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a > 0 es una constante. La EDO de Schrodinger es

n o d?
" 2mda?

() = (2) — u(x) = Bu(e), (41)

siendo # > 0. Multiplicando (4.1) por —2m/h* obtenemos la ecuacién

d? ! 9 49

@)+ Sule) = w0(a), (42)
donde o = 2ma/h? y k = v/—2mE/h (con E < 0). Las condiciones de frontera para () son

»(0)=0, ¢(x— o0)=0. (4.3)

La primera condicién de frontera es necesaria para que 1)(x) sea continua en el origen (de hecho, ) =0
para x < 0) y la segunda es exigida por la normalizacién de los (posibles) estados ligados:

/OOO do [¥(z)[? = 1. (4.4)

Con este problema deseamos mostrar jtan solo factorizando el Hamiltoniano H en (4.1)! que no existen
estados ligados (es decir, estados con energia negativa) para a < 1/4 (claramente esto es asi para
a < 0, ya que en este caso el potencial es entonces repulsivo, de manera que el resultado es que no
existen estados de cuadrado integrable para 0 < o < 1/4). (a) Sea @ = v(1 —v), donde v es una nueva
constante. Demuestre que

~ h? d? a R (d v d v
H=——— = =" (Z42)(=—-2). 45
2mdx?  x? 2m (dx + x) (dx :c) (4.5)
Ayuda: verifique la igualdad en (4.5) haciendo actuar ambos lados sobre una funcién arbitraria F'(x),
ademas v(1 — v) = 2ma/h?. (b) Escriba ahora el valor medio de la energia de la particula

p-(i)= (i) = (o (£42) (£-5)0) wo

AN d v
E=—((—+°2 - _Z 4.7
2m<<dx+af) w’(d:ﬂ $)w>’ (4.7)
donde el simbolo { corresponde, como es usual, a la operacién de conjugacién hermitica j Por qué esto es
asi? jPuede demostrarlo? (c) A partir de (4.7) y suponiendo que v € R obtenga el siguiente resultado:

R [ d v
E=— d _—— =
2m Jo v ‘(dw x) (@)
(d) Este resultado nos dice que si v es real entonces no pueden existir estados ligados. Sin embargo, ya
que o = v(1 — v), entonces

Note ahora que

2 > 0. (4.8)

+/-—«a (4.9)
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iDemuestre este resultado! (e) A partir de (4.9) verifique ahora que si

1 1

Z—oz<0:>a>Z:>V€(C, (4.10)
entonces si existen estados ligados. Si le interes6 el problema, le recomiendo consultar la referencia: A.
M. Essin y D. J. Griffiths, “Quantum mechanics of the 1/x? potential,” Am. J. Phys. 74, 109 (2006).

5°) El limite no-relativista de la ecuacion de Dirac y sus consecuencias: la ecuacién de Dirac
independiente del tiempo, en una dimension, tiene la forma matricial

mc? + V(z) —iﬁc% o\ o
( +ihcL  —mc? —I—dV(:E) > ( X ) N E( X ) : (5.1)

(a) Las funciones ¢ y x son llamadas respectivamente “parte grande” y “parte pequefia” del espinor de
Dirac v (es decir, de la funcién de onda de Dirac), V(z) es el potencial eléctrico y ¢ es la velocidad
de la luz. Por inspeccién del sistema (5.1) se puede suponer que las componentes de 1 satisfacen
o(x,c) = ¢(x,—c) (es decir, ¢ es par en ¢) y x(x,c) = —x(x, —c) (es decir, x es impar en ¢), ademas
E(c) = E(—c). De esta forma, las funciones ¢(x,—c) y x(z, —c) satisfacen las ecuaciones (5.1) con
¢ — —c jcompruébelo! (b) Consecuentemente, podemos escribir las siguientes expansiones en ¢ para ¢

y X-

1 1 1 1 1
¢=¢NR+C*2¢1+C*4¢>2+-", X=_XNrF X1t Fxeto, (5.2)
y para la energia:
1 1
E:mc2+ENR—|—C—2E1—|—C—4E2+---. (5.3)

Sustituyendo todas estas expansiones en el sistema de ecuaciones (5.1) y comparando los términos de
primer orden (que en este caso son los términos de orden ¢ y c!), demuestre que se obtiene el siguiente
sistema de ecuaciones:

d d _
i gan(@) + 2 n(@) =0, i g @) + R V(D)

¢NR(=T) =0. (5.4)
(c) Demuestre que eliminando xng () en (5.4) se obtiene la ecuacidn de Schrodinger independiente del

tiempo para ¢Ng(z):
n? d?
~ o g2 ONr(@) + V(@)onr (2) = Eng ONr(2). (5.5)

(d) Eliminando ahora a ¢ngr(x) en (5.4) encuentre la siguiente EDO para xngr(2):

n? d? d
~ o g2 XNR(2) + f(2) xwr (@) + V(2)xnr () = Eng xvr(2), (5.6)
donde B g
f(a) = g~ —In(Exg — V(2)). (5.7)

Note que si usted encuentra una solucién de (5.6), entonces la solucién de la ecuacién de Schrodinger
(5.5) se obtiene a partir de una de las ecuaciones (5.4):

—ih d

ONr(T) = W%XNR@)

(5-8)
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(e) Nota final: la conexién entre las componentes ¢ y x de la autofuncién de Dirac y la autofuncién de
Schrédinger ¢ng se obtiene manteniendo el primer término en las expansiones para ¢ y x y despejando

a xng del sistema (5.4), es decir,
_(® PNR
V= ( X ) ~ ( —iAL g ) ’ (5.9)

donde A = h/2mc jDemuéstrelo! La asignacién (5.9) junto con E — mc? + Exr (obtenida a partir
de (5.3) cuando ¢ — o0) conforman el llamado limite no-relativista para la ecuacién de Dirac en una
dimension.

6°) Sobre el adjunto de un operador: como se discutié en clase, el adjunto (formal) Af de un
operador A se define por medio de la relacién <w,fﬁ¢>> = <A¢,¢>>. Estrictamente hablando, esta

expresion es valida para todo ¢ € D(fl) y para todo ¢ € D(AT), ademds, es importante recordar que
son las condiciones de frontera las que determinan los dominios de los operadores. En relaciéon con
esto, la parte "no obvia", digamos, es precisamente la obtencién de las condiciones de frontera para AT,
Consideremos el ejemplo del operador momentum A= —ihd/dx sobre el intervalo 0 < z < a con la
condicién de frontera 1(0) = 0. (a) Note que

(v, dlg) = (Ap,¢) = m/o dz ' (2)¢ (). (6.1)

Integre por partes la integral en (6.1) y obtenga el siguiente resultado (use la condicién ¥(0) = 0 €
D(fl)):
(0. 40) = [ dri@) (410) @) = idla)ote) + [ dai(a) (40) (@) (6.2)

(b) Comparando las integrales en (6.2) junto con el término evaluado en x = a, intente "despejar" la
accion (formal) de Af sobre la funcién ¢ € D(AT). Ayuda: Aqui tiene la respuesta

(41g) (2) = ihg(a)(x — a) + (A9) (). (6.3)

(c) jCompruebe este resultado! Nota: siendo la accién de AT similar a la de A, entonces se debe
imponer la condicién ¢(a) = 0, que es justamente la condicién de frontera que define al dominio de A.
En conclusién, los operadores A y AT con sus respectivos dominios son:

A= —m% s D(A) ~ {v: $(0) = 0} (6.4)
At = —m% — D(AT) ~ {¢: ¢(a) = 0}. (6.5)

(d) Considere ahora al siguiente operador A con un dominio més general D(A):

A= —int o D(A) ~ (£ aui(0) + Bi(a) = 0}, (6.6)

donde a y B € C. Repita el mismo procedimiento de las preguntas anteriores e intente encontrar la
condicién de frontera que esta incluida en el dominio de AT, Ayuda: aqui tiene la respuesta

B(0) + ag(a) = 0. (6.7)
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(e) Como se discutié en clase, si las condiciones de frontera para Ay At son iguales, entonces A es
autoadjunto. Use la condicién de frontera en (6.6) y la (6.7) para encontrar la condicién de frontera
general que deberan satisfacer 1(z) y ¢(x) (ambas funciones pertenecientes ahora al dominio comin
D(A) = D(A%)). Nota: claramente en este caso la condicién de frontera (6.6) y la (6.7) son iguales
para toda 1 (y toda ¢), lo cual implica que « y 8 no son independientes. Ayuda: aqui tiene la respuesta
a la pregunta

¥(a) = exp(if)y(0), (6.8)

donde 0 € R. Nota final: esta condicién de frontera general es la que hace al operador momentum un
operador auto-adjunto en el intervalo 0 < z < a.

7°) El método de variacién de las constantes y la funcion de Green: considere la EDO no

homogénea .
Lu(z) + Au(x) = —F(x), (7.1)

donde L es un operador real y auto-adjunto, ademés u(z) € C, A € Ry F(z) € R, sobre el intervalo
a < x < b. Introduzcamos ahora una ecuacién en la cual una fuerza o perturbacién impulsiva (o puntual)
se aplica en el punto x =y € [a, b]:

A

LG(w,y) + AGla,y) = 3w — ). (7.2)

Como usted sabe, G(z,y) € C es la llamada funcién de Green y d(z — y) es la delta de Dirac.
(a) Multiplique (7.1) por el complejo conjugado de la funcién de Green (G(x,y)), luego multiplique el
complejo conjugado de la ecuacion (7.2) por u(x) y reste estas dos expresiones. Ahora integre entre a 'y b
y encuentre una relacién integral simple entre u(z) y G(z,y) iencontré lo que esperaba? Ayuda: suponga
que u(z) y G(x,y) satisfacen las mismas condiciones de frontera y no olvide que L es auto-adjunto. Nota
informativa: como se demostrd en clase, la funcién de Green satisface la relacién G(x,y) = G(y,z),
aunque usted no la necesitara para demostrar el resultado pedido en esta pregunta. (b) Aplique el método
de variacién de las constantes para obtener la solucién de la ecuacién (7.2). Suponga que L = d?/dx?
en el intervalo 0 < 2 < L, ademas escriba (para simplificar la escritura final) A = k2. Ayuda: ya que

usted usard el método de variacién de las constantes entonces G(z, y) tiene la forma

G(l‘,y) = Cl(IE, y)G1($, y) + 02(x7y)G2(x’y)’ (73)

donde Gi(z,y) y G2(z,y) son soluciones de la homogénea. Otra ayuda: al obtener las funciones ¢;(z, y)
y ca(z,y) surgen dos constantes de integracién arbitrarias jno las elimine! recuerde que aun deben
imponerse las condiciones de frontera sobre G(z,y). (c) Imponga la siguiente condicién de frontera
homogénea a la funcién de Green general que obtuvo en la parte (b): G(0,y) = G(L,y) = 0. Finalmente
escriba la funcién de Green para este problema.
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