Métodos Matematicos de la Fisica II, Guia 1 5-4-02
1. Graficar las regiones determinadas por las desigualdades:
a) 2z4+14+i <4 b)) |z <|z+1]
2. Utilizar e’ = cos a 4 isen a para demostrar que sen 30 = 3 cos? @ sen 6 — sen6.

3. Resolver,

1
a) 20 =-—(1-1) b) ' —iz2—1=0

V2

4. Utilizando las definiciones de las funciones trigonométricas e hiperbdlicas, probar

1 1
a) arctanhz:éln( +Z)

11—z

b) |sen z|? = sen?z +senh®y (2 = x +iy)

5. Dada u(x,y) = e~ * sen 2,

a) probar que u(z,y) puede ser la parte real de una funcién analitica.

b) determinar la funcién conjugada v(zx,y) tal que u + iv sea analitica.

Y

Repetir para u(zx,y) = ———.
petir p (2, y) P

6. Evaluar las siguientes expresiones en la hoja —7m < 6 < 7

a) (1—d)'™"  b) (i)

1

7. Dada la transformacién w = z + —, hallar la imagen de todos los puntos con |z| =1 e Imz > 0.
2

8. Dada la funcién f(z) = (z — 2i)'/*,

a) hallar los puntos de ramificacién en C + {oco}
b) determinar cortes de rama tal que f(z) sea univaluada.

c) describir la superficie de Riemann asociada a f(z).

Repetir para f(z) = V26 — 3iz5 — 724 + 15123 + 1422 — 12z — 8 y f(z) = (2* —1)71/3.
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a) [{Edz ;b) [{zdz

1. Evaluar las integrales

para y(t) = 2", t € [0, 27].

2. Evaluar la integral

1
/—dz
y 2

donde v es la curva y(t) = 6 cost + 8isent, t € [0, 67].

3. Evaluar las integrales:

z 22
a) dz ; b) [ tgzdz ; ¢ dz
Ccos z sen z
gl o gl

para las curvas dadas por y(t) = 5e", t € [0,27] y y(t) = 1 +i+ e, t € [0,27].

4. Hallar los primeros cinco términos de la serie de Laurent de f(z) =
0< 2] <1

alrededor de z = 0, en
sen z

1
5. Hallar la serie de Laurent de f(z) = z° cos — alrededor de z =0, en 0 < |2| < oo.
z

6. Hallar la serie de Laurent de f(z) = alrededor de z =0,en 0 < |z| <1 yen |z > 1.

z(1 — 22)
7. Clasificar las singularidades y determinar los residuos de las siguientes funciones:

a) flz) =0

o) J() =
@ fe)=——
1
e) f(Z) Z(egz _ 1)
) () = 25
8) f() = —
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/OO 1 d 2
T = —
oo 1428 3

1. Demostrar

2. Demostrar

/ o x? T

dr = —
oo (T4 22)2(2% 4 22 + 2) 50
3. Utilizar el teorema de residuos para demostrar

> po! 7(n—a)
——dr = —/———— ; 0<a<?2
/0 (1+a2m)2 v n?sen’? ’ @

4. Utilizar el teorema de residuos para demostrar

* o1 T Ta
B T (eaese™) o 0<a<d
/0 (14 2)2(1 + 22) v 2senma @R “

5. Utilizando céalculo de residuos, demostrar

27
/ cos 360 g — m
o 9D—4cost 12

6. Utilizando calculo de residuos, demostrar
2m
i ; 7
ecosG isen 6 6319 do = =
0 3

Ayuda: hacer el cambio de variables z=e¥

7. Demostrar

o 1 70
V.P. der = —
/_OO - D@2 —4dz+5) 2
8. Demostrar - )
/0 ;iii dx = ge’b(cosb—i-senb) ; b>0
9. Utilizar célculo de residuos para demostrar
- (=" m - 1 2
—_ = = b — =2
2) nzo n+1p 32 ) nz_oo (n+ 1) 4
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1. Evaluar las integrales

o0 s 7'('/2 o¢] 6 7I'/2
a)/ e 2?dx b)/ (sec 0)Y/*d0 c)/ e " 2t dx d)/ (tg0)"/*do
_ 0 — 0

o0

Usar: I(1)=7.5339, [(2)=2.3704, I'(}) = 5.5663

=

2. Utilizar funciones I' y B para probar que

jus

1 ™
a) / PV —dr = . b) /2(0050)%9:5—” - /Q(tgé’)_g (sen§)2do = =
L 256 ; 32 ; 6

3. Usar funciones Digamma para probar

> 1 19
Z(n+2)(n+6) ~ 80

n=1

4. Determinar el comportamiento asintético (t > 1) de la funcién modificada de Bessel K, (t) a
partir de la representacién integral

L™ 0 i
K,(t) == e 2R dy
2 Jo

Verificar que se cumplen las condiciones necesarias para aplicar el método del descenso rapido.

5. Dada la representaciéon integral de la funcion de Airy

1/3
Ai(t*?) = - / )
21 I

a) Verificar que se cumplen las condiciones necesarias para aplicar el método del descenso rapido
en la aproximacién de la integral cuando t > 1.

b) Probar que

1 2,3
. —1/4 —243/2
Ai(u) ~ o—=u /hemsn ,

u>1
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1. Hallar la solucién general de:

a) y”—z%y:zlnz

b) ¥ =3y +Sy==

2. Localizar y clasificar todos los puntos singulares (en C 4 {oo}) de las ecuaciones diferenciales:
a) 22(z—4)y" + (2 —4)y' +2y =0
b) 22(:2 4+ 1)y + 2(z* + 1)y —y = 0
C) 4 " 4 y = 0
d) 2(z+ 1)y +22%' +4y =0
3. Dada la ecuacion de Hermite:
y' —2zy +2\y =0
a) Clasificar los puntos singulares.

b) Hallar dos soluciones linealmente independientes alrededor de z = 0. Determinar el radio de
convergencia.

c) Probar que para A = m € N, una solucién se convierte en un polinomio. Determinar estos

polinomios cuando A = 2, 3.

4. Hallar dos soluciones linealmente independientes alrededor de z = 0 de la ecuacién:
9+ 2%)y" —2y =0
Determinar el radio de convergencia.

5. Dada la ecuacion de Laguerre:
2+ (1 =2y + Ay =0

a) Clasificar los puntos singulares.

b) Utilizar el método de Frobenius para hallar una solucién alrededor de z = 0. Determinar el
radio de convergencia.

c) Probar que para A = m € N, la solucién anterior se convierte en un polinomio. Determinar
estos polinomios cuando A =1, 2.

d) Encontrar una segunda solucién independiente cuando A = 0. ; Es esta solucién analitica en
2
z2=07 Ayuda: eZ:1+Z+%+%+...
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1. Utilizar el método de Frobenius para hallar dos soluciones linealmente independientes, alrededor
de z = 0, de la ecuacién:
2(z+2)y" + (1+2)y —y=0.

2. Dada la ecuacion:
2(1+2)y" =y —2y=0,

utilizar el método de Frobenius para hallar una solucién y;(z) alrededor de z = 0. Hallar una
solucién ys(2) linealmente independiente de y;(z). ; Es y2(2) analitica en z = 0 7 Justifique su
respuesta.

3. Demostrar que la solucién general de la ecuacién 4z(z — 1)y"” + (82 — 2)y’ + y = 0, alrededor de
zo = 1, esta dada por:

y=c F( 1 —2) e (1—2)7 V2

NNV

1
727

N | —

4. Dada la la ecuacion:
42(z = 1)y" =2y + y =0,
encontrar dos soluciones linealmente independientes alrededor de z = 0. Determinar la solucion

analitica en z = 0 y que satisface y(1) = 1.

5. Probar que la ecuacion zy” — (1 + z)y’ — 3y = 0 tiene una solucién analitica en zy = 0 dada por

2 1
Y = 22 M (5,3, 2) = 22e*(1 + 35T EZQ).

., Es la segunda solucién independiente analitica en zy =0 ?

6. El periodo T' de un péndulo simple (longitud ¢) puede expresarse en términos de una integral
eliptica segun:

e[ d
T =4 —/ 1 . K =senfy/2,
g Jo /1— KZ?sen?p

donde 6); es el angulo de maxima amplitud.

a) Usando la representacion integral de F'(a, b, ¢, z) probar que

¢ 11
TZQW\/jF(—,—,l,KQ).

g 22

14 1
T=2my/= (14 —=03,+---).
7T\/;( +16M+ )

b) Probar entonces que
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1. Dada la ecuacién de Bessel P p
2 G7Y Y 2 2\,

a) Probar que la transformacién y(z) = 2”e "*u(z) convierte la ecuacién en

w1 1) — 20 iow+ u=0
Zdz2 14 ZZdZ AV1%

b) Hacer el cambio de variable w = 2iz para obtener

d*u du 1
— 2 1) —w|— — — =
W (24 1) — ] T~ (v 4 Du(w) =0

c¢) Usar los resultados anteriores y la condicién J,(z) — 27 /2"T'(v + 1) cuando z — 0, para probar

finalmente que
1 Z\Y _. 1
J(2) = =— (—) M -, 2 1;2i
(2) IO+ \2 e (1/+2 v+ 1;2iz)

2. Determinar la solucion general de las siguientes ecuaciones diferenciales alrededor de los puntos
indicados. Hallar la region de convergencia de cada solucién independiente. Indicar si la ecuacion
es directamente, o con un cambio de variable sencillo, de tipo Hipergeométrica, Hipergeométrica
Confluente o Bessel.

a) y' =z +y=0 20 =0
b) z4y”+z( -1y +y=0 ; Zp = 00
c) 2=y +22 —2y=0 2 =0
d) 22%y" + 32y —y =0 ; 20=0
e 2z-4)y" +(B—-2)y —y=0 2 =4
f) 22(z— 1)y —y' —4y =0 ; 20=0,1
g) 222" —2(1+22)y + (1+42)y =0 ; 20=0
h) 22y —2(1+2)y +y=0 2 =0
i) 2y +y' +zy=0 2 =0
Day'+(1=2)y—y=0 2% =0

k) 2(1 —2)y"+(2—2)y +4y=10 : 20=0,1
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1. Hallar la solucion general de la ecuaciéon
" 2z
y +ey=0
Ayuda: hacer el cambio de variable w = ¢*

2. Dada la la ecuacién

1
z2y”—|—zy’+(22—1)y20

a) Encontrar dos soluciones linealmente independientes alrededor de z = 0.

b) Determinar la solucién que satisface (%) =0, y(5) = L.

3. a) Probar que y(z) = 2*N,(z) es solucién de la ecuacién
2y — 2a—1)y +2y=0
b) Hallar la solucién general de la ecuacién

2y =Ty +2y=0

4. Dada la la ecuacién
Zy”— y'—zy:O

a) Encontrar dos soluciones linealmente independientes alrededor de z = 0.

Ayuda: hacer la transformacién y(z) = zu(z).

3-6-02

b) Determinar la solucién que satisface las condiciones y(1) =1 y y(z) acotada cuando z — oc.

5. Encontrar la soluciéon general de la ecuaciéon inhomogénea
2y’ +ay — (a¥ +4) = f(z)

con condiciones de borde y(0) =0y y(z) — 0 cuando x — oo.

Ayuda: Usar la férmula de Abel y el limite x — 0 de [, (z), K,(z), para demostrar

que W[K,,I,|=1/x

6. Probar que:
a) [ Jo(z)senz dx = xJ,(x)senx — xJy(x) cosx + ¢

b) [a°Jy(x) de = 6(82% — z*) Jo(x) — x(a* — 242* + 16) Ji(x) + ¢
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1. Demostrar la relacion de recurrencia

(2n+1)2P,(2) = (n+1) Pyya(2) + n Py_q(2)

0
Ayuda: Utilizar (1 —2zt+ t2)a—? =(z—1t)g.
2. Demostrar que
0 , {=2n
! P_1(0
/ Py(z)dx = éi(l) =
0 _1)n |
(=1)" (2n): (=2n+1

22041 (n + 1)Inl 7

Ayuda: Usar relaciones de recurrencia y propiedades de Py(z).

3. Evaluar la integral

4. Dada la ecuacién de Laguerre: xy” + (1 — x)y' + ny = 0, probar que

/ e Ly(x) Ly(x) dx = ¢p 0,
0

Evaluar ¢, utilizando la funcién generadora de los L, (z).

5. Evaluar las integrales:

a) /1 2? Py(z) dz ; b) /OO e 22 Hy(z) dz ;) /000 e 2% Ly(x) do

1 —00

6. Probar que el potencial eléctrico producido por el cuadrupolo de la figura a una distancia r del
origen (r > a), esta dado por

o0

Vi(r) = 27q Z Py, (cos ) <g)2n

r

2

Probar que para r > a, V(r) ~ % (3 cos®f —1).
r
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1. Encontrar los autovalores y autovectores del problema de Sturm-Liouville

y'=Xy 5 J0)=0 ;  yL)=0

3. Encontrar el desarrollo en serie de Legendre de la funcién

a , —1<z<0

b O0<zx<l1

4. Encontrar el desarrollo en serie de f(z) = 2?, x € [0, 1], usando como base el conjunto {J; (yix2)},
con Ji(vyx) = 0.

5. Demostrar que
(e}

Jo(Yokx)
1—22=28
Z ng J1(vor)

para x € [0, 1].

6. Encontrar el desarrollo en serie de f(z) = 2™, m > 1, x € [0, 1], usando como base el conjunto
{Jm(émk.x)}, con J;n((;mk) =0



Métodos Matematicos de la Fisica II, Guia 11 21-1-02

1) Dos esferas concéntricas de radios a y b (b > a) se mantienen a potenciales dados por
V |r=a = Vysen @ cos ¢ ; V ey = Vp cos” 0

Determinar el potencial para todo r. V satisface la ecuacién de Laplace V2V = 0.

2) Encontrar la solucién (¢, p, ¢) de la ecuacién de difusién
LO0 10 (0w 1o
a ot pop p@p p? 0p?
(v constante) en el interior de un disco de radio a con condicién de frontera y condicién inicial dadas

por
o

il — . _ 2
ap(t,oz,so) 0o (0, p,0) =p

3) Hallar la solucién ¥ (t, z,y) de la ecuacién de ondas

1 oY 0% P
v2 Ot 02 Oy?

en una membrana rectangular (0 < z <a, 0 <y <b), con condiciones de frontera

w(ta()?y) :0 ; w(taa>y) :0 ; ¢(t>$,0) :0 ; w(tax>b) :0
y condiciones iniciales

%

w(oa%y) zxy(x—&)(y—b) ) E(Owray) =0

4) Encontrar la solucién 1 (t, p, ¢) de la ecuacién de difusién

Lou 10 vy, 1o

a ot pdp pap 02 D2
(o constante) en el interior del cuarto de disco definido por: 0 < p <a, 0 < ¢ < 5, con condiciones de
frontera o o0 o
T
—(t =0 ; —(t,p,0)=0 ; —(t,p,=)=0
ap(’CL,SO) ) agp(?p? ) ) a(p(?p72)

y condicion inicial
$(0,p,9) = 1+ p” cos 2



5) Encontrar la solucién (¢, p, ¢, z) de la ecuacién de ondas
L0 10 (00, 10 0
v 02 p Op p@p p? 0p? 022

(v constante) en el interior de un cilindro de radio a y altura L (0 < p<a,0<2< L, 0< ¢ < 27),
con condiciones de frontera

0
Ut p2) =0 5 pe0)=0 5 St pel)=0

y condiciones iniciales

(0, p, @, 2) = 3 (constante) ; %—f(O,p, ©,2) =0

6) El potencial en la superficie de un conductor esférico de radio a estda dado por

V, , 0<f0<a
V|r:a

0 , a<f<mw

Hallar el potencial que satisface V2V = 0 en el interior y el exterior del conductor.

7) Un cubo de lado b se mantiene a temperatura constante 7, en las paredes z = 0 y z = b, mientras que
las paredes restantes se mantienen a temperatura cero. Hallar la temperatura de equilibrio (V*T = 0)
en el interior del cubo.

8) Una particula encerrada en una esfera de radio a satisface la ecuacién de Schrodinger

B 2mFE

2 2 o 2
VU ERT=0 . K=

junto con la condicién
v ‘r:a =0

Probar que la energia minima necesaria para obtener una solucién no-trivial es

m2h?

Emin = 2maZ



