Métodos Matematicos de la Fisica II, Guia 1 07-09-2009
1. Graficar las regiones determinadas por las desigualdades:

a) [3z—2—1i| <5 b) |z| > |z — 1]

2. Utilizar e’ = cosa + isen a para demostrar que cos 36 = cos® @ — 3 cos 0 sen? 4.

3. Resolver,

1
a) 2525(1+i\/§) b) 26 —2iz% —2=0

4. Utilizando las definiciones de las funciones trigonométricas e hiperbdlicas, probar

1 1
a) arc ctgh z = = In i
2 z—1

b) |cos z|> = cos’x + senh?y (z =2 +1y)

5. Dada u(z,y) = e ¥ cos 2zy,

a) probar que u(z,y) puede ser la parte real de una funcién analitica.

b) determinar la funcién conjugada v(zx,y) tal que u + iv sea analitica.

Repetir para u(z,y) = cosx senh y.

6. Evaluar las siguientes expresiones en la hoja —7m < 6 < 7

a) (1+i)'™"  b)d

1

7. Dada la transformacién w = z — —, hallar la imagen de todos los puntos con |z| =1y Rez > 0.
z

8. Dada la funcién f(z) = (z — 1)/,

a) hallar los puntos de ramificacién en C + {oco}
b) determinar cortes de rama tal que f(z) sea univaluada.

c) describir la superficie de Riemann asociada a f(z).

Repetir para f(z) = vz% — 1.
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a) [{Edz ;b) [{zdz

1. Evaluar las integrales

para y(t) = 2", t € [0, 27].

2. Evaluar la integral
/ 1
—dz

donde v es la curva y(t) = 2cost + 3isent, t € [0, 67].

3. Evaluar las integrales:

22 z
a) / dz : b) / tgzdz : c) / dz
., COS % N ., sen z

para las curvas dadas por v(t) = 4e”, t € [0,27] y v(t) = 3 + €', t € [0, 27].

4. Hallar los primeros cinco términos de la serie de Laurent de f(z) = alrededor de z = 0,

e* —
en 0 < |z < 1.

1
5. Hallar la serie de Laurent de f(z) = z*senh ~ alrededor de z =0, en 0 < |z| < oo.
z

6. Hallar la serie de Laurent de f(z) = alrededor de z =0,en 0 < |z] <1 yen |z] > 1.

z(1+ 22)

7. Clasificar las singularidades y determinar los residuos de las siguientes funciones:

a) f(z) = e/ b) f(z) = tg®z
SR @) ) = —
) 12) = ST, 1) f(z) = 222

1 e —1—=z
) £(z) = ) f(z) = —
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1. Utilizar el teorema de residuos para demostrar
<1 2 * 1 13
a)/ de:_w b)/ ST dr = —2
ol 4z 3 o1+ 22)2(2% 4 22 + 2) 50
00 2 o] 2
7
c) / Y gy =T d) / x de = ©
ool + b 3 oo+ 22)2(22 + 22 4 2) 50
2. Utilizar el teorema de residuos para demostrar
% La-1 w(n—a) oo ga-l ~ m(a—-2)(a—1)
a)/o 7(1+xn)2dx = 7n23en’%‘ ; 0<a<2n b)/O (1+x)3dx B — ; 0<a<3
3. Utilizar el teorema de residuos para demostrar
> o1 0 Ta Ta
dr = <1 — — —) ;o O0<a<3
/0 (14 2)(1+ 2?) ’ 2senma sen o ¢
4. Utilizando calculo de residuos, demostrar
2m
20
/ cos d — m
o 9+ 3cosb 18
5. Utilizando céalculo de residuos, demostrar
2m
/ 6c0597isen9€3i9 do = z
0
Ayuda: hacer el cambio de variables z = e
6. Demostrar
e 1 0 > 1 37

7. Demostrar
o0

8. Utilizar célculo de residuos para demostrar

=
Y rp mm D2

n=0

/°° COS T p T
— dr = —e
12 —4r +8 2
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1. Evaluar las integrales

oo . /2 oo . w/2
a)/ e xtdr b)/ (sec 0)'/3d6 c)/ e 2% dx d)/ (sen #)Y/*dg
—o0o 0 - 0

Usar: T'(3)=7,5339; T'(2)=1,4345; T'(3) =2,6789; I'(5) = 5,5663

2. Utilizar funciones I' y B para probar que

jus

! om 2 3T 2 1 2m
a V1 —22de=— ; b / senf)rdfd == ; ¢ / tg#)73 (cosh)?df = ——
) [ Y Os 0 [Teenotar =I5 o [Tae0) cosopan -
T d )
3. Demostrar que la funcién Digamma ¢ (z) = P InT'(z) satisface
z

Y1 —2) =¢(z) + metgmz

4. Determinar el comportamiento asintético (¢t > 1) de las funciones modificadas de Bessel I;(t) y
Ky(t) a partir de la representaciones integrales

1 4 1 [
Il(t) = _/ etOST oog dr ; Ko(t) — _/ e—tcoshz 7.
2m 2 |

-7 o0

Verificar que se cumplen las condiciones necesarias para aplicar el método del descenso rapido.

5. Dada la representaciéon integral de la funcion de Airy

1/3
Ai(t?3) = i / eit(”%dz
c

o

a) Verificar que se cumplen las condiciones necesarias para aplicar el método del descenso rapido
en la aproximacién de la integral cuando t > 1.

b) Probar que

1
Ai(u) ~ ——= V4 e 5u"? : u>1

2y
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1. Hallar la solucién general de:

z

o e
a) y' — Sy ==z R:y(z)z@122+§+;(22—22+2)

b)y' =iy +zy=2z ; Ryl)=a+elhnzts?

2. Localizar y clasificar todos los puntos singulares (en C U {oc}) de las ecuaciones diferenciales:

2) 2 A (- 42 =0 ; Reps={doc} . psi={0}
b) 22(Z2+ 1)y + 22 +1)y —y=0 ; R:psr={0, ¢, —i, oo} , psi={}
c) zY%y"+y=0 ; R:psr={cc} , psi={0}

d) (z+1)y"+22/+4y=0 ; R:psr={—-1} , psi={oc}

3. Dada la ecuacion de Hermite:
y' —2zy +2\y =0

a) Clasificar los puntos singulares. R: psr={} , psi={o0}

b) Hallar dos soluciones linealmente independientes alrededor de z = 0. Determinar el radio de
convergencia.

¢) Probar que para A = m € N, una solucién se convierte en un polinomio. Determinar estos
polinomios cuando A = 2, 3.
4. Hallar dos soluciones linealmente independientes alrededor de z = 0 de la ecuacién:

9+ 2%)y" —2y =0

X (=1}t 2j+1
Determinar el radio de convergencia.  R:y; = ag(1+ %)7 Yo = 3&1;% (g) , R=3

5. Dada la ecuaciéon de Laguerre:
2+ (1 =2y + Ay =0

a) Clasificar los puntos singulares. R: psr={0} , psi={occ}

b) Utilizar el método de Frobenius para hallar una solucién alrededor de z = 0. Determinar el
radio de convergencia.

¢) Probar que para A = m € N, la solucién anterior se convierte en un polinomio. Determinar
estos polinomios cuando A =1, 2.

d) Encontrar una segunda solucién independiente cuando A = 0. ; Es esta solucién analitica en
2 3
z=07 Ayuda: e=1l+2+5+%+ -
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1. Utilizar el método de Frobenius para hallar dos soluciones linealmente independientes, alrededor
de z = 0, de las ecuaciones:

a) z(z+2)y"+(1+2)y —y=0, b)2%"+2y/—(2—1y=0, ¢ 4z2y”—(z—%)y:0

2. Dadas las ecuaciones:
a) z(1+2)y" —y —2y=0, b)zy' +2y+3y=0 , c) 422y +4zy —2y=0

utilizar el método de Frobenius para hallar una solucién y;(z) alrededor de z = 0. Hallar una
solucién ys(z) linealmente independiente de y(2). | Es ya(z) analitica en z = 0 7 Justifique su
respuesta.

3. Demostrar que la solucién general de la ecuacién 4z(z — 1)y” + (82 — 2)y' +y = 0, alrededor de
zo = 1, esta dada por:

y=c F(

| W

1
1 ,1—2)—1—02(1—2)_1/2.

N —

4. Dada la la ecuacion:
42(2 = 1)y" =2y + y =0,
encontrar dos soluciones linealmente independientes alrededor de z = 0. Determinar la solucién

analitica en z = 0 y que satisface y(1) =1. R:iyy = F(—3,-31,1,2), 3= 22, y= 21

5. Probar que la ecuacién zy” — (1 4 z)y’ — 3y = 0 tiene una solucién analitica en zy = 0 dada por

2 1
y1 = 22M(5,3,2) = 22e*(1 + =2 + —27).
3 12
i, Es la segunda solucién independiente analitica en 2y = 0 7 Justifique.
6. El periodo T de un péndulo simple (longitud ¢) puede expresarse en términos de una integral
eliptica segun:

K =senfy /2,

w/2
roaft [ e |
g Jo /1— KZ?sen?p

donde 6, es el angulo de maxima amplitud.

a) Usando la representacion integral de F'(a, b, ¢, z) probar que

¢ 11
T =2my|-F(=,=,1,K?).
g 22

4 1
T=2m|=(14+—=62+---).
™ g(+16M+ )

b) Probar entonces que
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1. Determinar la soluciéon general de las siguientes ecuaciones diferenciales alrededor de los puntos
indicados. Hallar la region de convergencia de cada solucién independiente. Indicar si la ecuacion
es directamente, o con un cambio de variable sencillo, de tipo Hipergeométrica, Hipergeométrica
Confluente o Bessel.

a) y'—zy' +y=0 ; 2 =0
b) 24y +2(22* = 1)y +y=0 ; 20 = 00
o) 2— 2 +22) —2y=0 ; 2 =0
d) 222" + 32/ —y=0 ; 2 =0
e) 2(z—4)y"+(5-2)y —y=0 ; 20 =4
f) 2202 = 1)y" —y' —dy=0 ; 2=0,1
g) 22%y" —z(1+22)y + (1 +42)y =0 ; 20 =0
h) 22y —2(1+2)y +y=0 ; 2 =0
)2y +y +z2y=0 ; 20=0
a2y +Q=2)y —y=0 ; 2 =0

k) z2(1-2)y" +2—-2)y' +4y=0 ; 20=10,1
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1. Hallar la solucion general de la ecuacion
y// + 62zy =0
Ayuda: hacer el cambio de variable w =e*. R:y=cJy(e?) + caNo(€?)

2. Dada la ecuacion

1
Py Y+ (- y=0,

a) encontrar dos soluciones linealmente independientes alrededor de z = 0.

2
Riy= ClJ% (z) + CQN%(Z) =4/ g{cl sen z — ¢y Cos z}
b) Determinar la solucién que satisface y(§) =0, y(5)=1. Ry =, /g{senz — cosz}
z

3. Dada la ecuacion
2y — 2a—1)y' +2y=0,

a) probar que y(z) = 2*N,(z) es solucion.
b) Hallar la solucién general de la ecuacion — zy” + 7y + zy = 0.

N.
J?;(?)Z) b igz)

Riy=qc

4. Dada la ecuaciéon
Zy//_ y/_Zy:O

a) Encontrar dos soluciones linealmente independientes alrededor de z = 0.
Ayuda: hacer la transformacién y(z) = zu(z). R:iczDi(2)+ ez Kq(2)

b) Determinar la solucién que satisface las condiciones y(1) =1 y y(z) acotada cuando z — oc.
R: 2 K\ (2)/K1(1), Ky(1) =0,6019

5. Encontrar la solucién de la ecuacién inhomogénea

1 x4+ 4
y//+_y/_( : )y:$2
X T

con condiciones de borde y(0) = 0y y(z) — 0 cuando x — oo.
Ayuda: Usar la férmula de Abel y el limite z — 0 de [,(x), K,(z), para demostrar
que W[K,,I,] =1/z. R:y=—2*{l(z)Ks(x) + Ks(z)L5(z)}

6. Probar que:

a) [ Jo(z)senz dx = xJy(x) senx — xJy(x) cosx + ¢

b) [25Jy(x) dx = 62%(8 — x?) Jo(x) — x(a* — 242% + 96) Ji(z) + ¢
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1. Demostrar la relacion de recurrencia:
2n+ 1)z Py(x) = (n+1) Pypa(x) + n Pya(2)

0
Ayuda: Utilizar (1 — 2xt+ t2)8_§ = (z —1t)g.

2. Demostrar:

! P,_1(0)
Py(z)dx = =
/o ) (+1 (—1)" (2n)!

22041 (n + 1)Inl 7

(=2n+1
Ayuda: Usar relaciones de recurrencia y propiedades de Py(z).

3. Evaluar las integrales:

1 T
a)/ 2* Py(x) / /d@sen%cosgp}@m(@,go)
0

R: a) %(5@,0—%%(5[72, \/ 00,1 (Om,—1 — Om1)

4. Probar que el potencial eléctrico producido por el cuadrupolo de la figura a una distancia r del
origen (r > a), estd dado por

oo

V(r)= 27q Z Py, (cos ) <%)2n

n=1

2

Probar que para r > a, V(r) ~ % (3 cos®6 —1).
r
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1. Demostrar:

/ e 2*H,(x) Hy(z) de = 2" n! /7 [(n +2)(n+ 1)0mmio + (n+ %)5mn + i5m7n_2}

[e.o]

2. Dada la ecuacién de Laguerre: xy” + (1 — )y’ + ny = 0, probar que:

/ e L () Ly(x) de = ¢ O,
0

Utilizando la funcién generadora de los L,(x) demostrar que ¢, = 1.

3. Evaluar las integrales:

R: a) ﬁ (%611,1 -+ 65n73), b) 0

4. Demostrar qua los polinomios asociados de Laguerre satisfacen:

a) Lo(x) =1 5 b)Li(x)=(k+1)~z
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1. Encontrar los autovalores y autovectores del problema de Sturm-Liouville
y'=Xy yO=0 ; yL)=0

Ri A, = =Gy (2) = cos BoERE = 0,12,

2. Encontrar los autovalores y autovectores del problema de Sturm-Liouville

v =Xy y(0)=0 y'(L) =0

2 2
R: \, = %%, v, =cos™%, n=20,1,2,---, (notar que yy = 1 es autofuncién con autovalor Ay = 0.
L Y L ) ’

3. Encontrar el desarrollo en serie de Legendre de la funcién

a , —1<z<0
flz) =
b 0<zx<l1
' 1 = 7 (45 4 3) (2))!
Ri fla)=5(b+a)+ b—a JZO 22”“ i Pjyi(z)

4. Encontrar el desarrollo en serie de f(z) = 2*, x € [0, 1], usando como base el conjunto {J; (y1x2)},
con Ji(vyx) = 0.

G ('71k - 8
=2 J T
Zl i J2 (k) 1(724)

5. Demostrar que
(e}

Jol( '70k$
1—22=8
Z VOk <]1 '70k

para x € [0, 1].

6. Encontrar el desarrollo en serie de f(z) = 2™, m > 1, x € [0, 1], usando como base el conjunto
{Jm(émk.x)}, con J;n((;mk) = 0.

> 5mk Jmﬂ(amk)
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1. Dos esferas concéntricas de radios a y b (b > a) se mantienen a potenciales dados por
V |r=a = Vosen cos ¢ ; V]pmp = Vp cos” 0

Determinar el potencial para todo r. V satisface la ecuacién de Laplace V2V = 0.

2. Encontrar la solucién ¢(¢, p, ¢) de la ecuacién de difusién
Loy 10 oY N 1 0%y
a ot pop p@p p? 0p?

(v constante) en el interior de un disco de radio a con condicién de frontera y condicién inicial

dadas por

oY 2
—(t =0 ; 0 =
ap(mw) ;o P(0,p,0)=p

3. Hallar la solucién ¢(¢, z,y) de la ecuacién de ondas

1 oY 0% O
v2 012 0z Oy?

en una membrana rectangular (0 < z < a, 0 <y <b), con condiciones de frontera

v(t,0,y) =0 ; Y(tay) =0 ; »Etz0=0 ; Ytz =0
y condiciones iniciales

V(0,z,y) =zyla—z)(b—y) ; %—f(O,x,y)ZO

4. Encontrar la solucion (¢, p, ¢) de la ecuacién de difusién
1o _10 (ov) 1%
a Ot pop pap p? 0p?
(a constante) en el interior del cuarto de disco definido por: 0 < p < a,0 < ¢ < 7, con condiciones
de frontera
o o

Tt = .22
ap(?CL?SO) 0 Y 8(70

Ty=0

t,p,0) =0 ;
(7p7) ) 9

Tt
a(70(,/),

y condicion inicial
(0, p, ) = 14 p* cos 2¢



5. Encontrar la solucién ¢(t, p, ¢, z) de la ecuacién de ondas
1 0% 190 oY 1 0% 0%
v2 O0t2  p Op ap p? 0p? 022

(v constante) en el interior de un cilindro de radio a y altura L (0 < p < a, 0 < z < L,
0 < ¢ < 27), con condiciones de frontera

o
ﬂ)(t,CL,QO,Z):O ; ¢(t7979070):0 ; @(tapagpaL)zo
y condiciones iniciales
oY
¥(0,p,¢,2) = (constante) 5  —-(0,p,¢,2) =0

6. El potencial en la superficie de un conductor esférico de radio a esta dado por

V, , 0<60<a«
V’r:a

0 , a<f<mw

Hallar el potencial que satisface V2V = 0 en el interior y el exterior del conductor.

7. Un cubo de lado b se mantiene a temperatura constante T, en las paredes z = 0 y z = b, mientras
que las paredes restantes se mantienen a temperatura cero. Hallar la temperatura de equilibrio
(V2T = 0) en el interior del cubo.

8. Una particula encerrada en una esfera de radio a satisface la ecuacién de Schrédinger

VLR =0 k2:27;;E

junto con la condicién
v ‘r:a =0
Probar que la energia minima necesaria para obtener una solucién no-trivial es
w2 h?

Emin = 2ma’



Respuestas

1)
r<a , V= V0< )sen@coscp
1 b - 2 (3 — 3
a<r<b , V= gvo{( ) (Z_Z) —|—3<%) (ﬁ) sen 6 cos
b\> (15— d
+ (;) (m) (3cos® 6 — 1)]
1. (b b\’ )
r>b , V==Wl-)|1+-) (B3cos® 0 —1)
3 r r
2)
a2 0 670[62 t/a? 5o
ta ) = t; - _+4@ 7,] —at
Ut p, @) = ¥(t,p) = 5 Z . o) (22)
3)
64a2b% o= — cos wixt 9it1 (2k+1)
Ytz y) = — : = 5 sen ( s T sen e
[ (25 +1)3(2k+ 1)
(27 +1)2  (2k+1)?
Wik = ’U’/T\/ s + B
4)
—ab2, t/a? 5
t,p, ) =1+ 4a®cos?2 Jo (PP
W(t, p, ) @Z(6§k—4)J2(62k) (22)
5)
< (1) oo )
t.p, o, z) = a*sen 3= Jo(2£L2) + cos 2 (122l
Vb0 0 2) = r {k:1 Yo J1(Yor) ol v Z’Y% Js( ’sz )
2 2
- Yk 97
vmk = 2 YT
6)

86 o COS Wit (2n+1)7z
t = Y[t = e
¢( 7p79072) ¢( 7p7 Z) ZZ (2n+1) ’YOk JO(,yOk) sen 2L JO( a )



Vo Vo r\*
r<a , V= ?(1 — cos ) ?; [Pr—1(cos ) — Ppyq(cosa)] <a) Py(cosb)

© 41
r>a , V= ‘;(1 — cos « ( ) % Z [Py—1(cos ) — Ppyq(cos )] <ﬂ> Py(cos )
=1

r

T(x,y,2) = - b b senh vz + senh v (b — 2)
2 gt (2 + 1)(2k + 1)senh bujy, [ j ] }

i = 7V (2 + 1+ 2k + 17



