
Métodos Matemáticos de la F́ısica II, Gúıa 9 13-03-2017

1. Hallar 2 soluciones linealmente independientes de la ecuación: (1− z2)y′′ − 2zy′ + 2y(z) = 0.

R: y1 = z, y2 =
z

2
ln

(
1 + z

1− z

)
− 1.

2. Demostrar que la función generadora g(x, t) =
1√

1− 2xt+ t2
satisface:

a) t
∂

∂t
(tg) = (1− xt)∂g

∂x
; b) (1− 2xt+ t2)

∂g

∂t
= (x− t)g .

3. Utilizar g(x, t) =
∞∑
`=0

P`(x)t` y los resultados del problema 2 para demostrar que:

a) P ′0(x) = 0 ; (n+ 1)Pn(x) = P ′n+1(x)− xP ′n(x) , n ≥ 0 ,

b) P1(x) = xP0(x) ; (2n+ 1)xPn(x) = (n+ 1)Pn+1(x) + nPn−1(x) , n ≥ 1 .

4. Para ` 6= 0, demostrar:

∫ 1

0

P`(x) dx =
P`−1(0)

`+ 1
=


0 , ` = 2n

(−1)n (2n)!

22n+1 (n+ 1)!n!
, ` = 2n+ 1

Ayuda: Usar relaciones de recurrencia y propiedades de P`(x).

5. Evaluar las integrales:

a)

∫ 1

−1
xn P`(x) dx , n < ` ; b)

∫ 1

−1
x2 P`(x) dx ; c)

∫ 2π

0

dϕ

∫ π

0

dθ sen2θ cosϕY m
` (θ, ϕ)

R: a) 0, b) 2
3
δ`,0 + 4

15
δ`,2, c)

√
2π
3
δ`,1 (δm,−1 − δm,1)

6. Probar que el potencial eléctrico producido por el cuadrupolo de la figura a una distancia r del
origen (r > a), está dado por:

V (r) =
2q

r

∞∑
n=1

P2n(cos θ)
(a
r

)2n

Probar que para r � a, V (r) ' qa2

r3
(3 cos2 θ − 1).
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