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Parte 1

Tareas y Soluciones






Tarea 0

Repaso

UNIVERSIDAD CENTRAL DE VENEZUELA 19 / 05 / 2003
FACULTAD DE CIENCIAS Prof. Félix Marin
ESCUELA DE FISICA Métodos Matematicos de la Fisica II

http://fisica.ciens.ucv.ve/felix/
TAREA!NZ2 0

REPASO

SOLUCION

Considere un paraboloide de revolucién P, y un plano P los cuales vienen dados por:

1

Po={@ya) l2=5 (@+1)}.  P={@p2) loty+z=1)

INTRODUCCION:

La curva C que resulta ser la interseccién de P, y P viene dada por la solucién simultanea
de las ecuaciones:

1

z:i(x2+y2), r+y+z=1 (0.1)
lo cual conduce a 1 —x —y = (2 + y?) /2. Esta puede reescribirse en la forma
(r+1)°+(y+1)7=4 (0.2)

Esta ecuacion describe la proyeccion de la curva C sobre el plano xy y puede ser parametrizada
segun r + 1 = 2cosf e y+ 1 = 2senf con 0 < 0 < 27w. Reemplazando estas expresiones
en (0.1), se obtiene una parametrizacién de la curva C en términos de 6

xr = —1+2cosft
y = —1+2send (0<6<2rm)
z = 3—2(cosf+send) (0.3)

IFECHA DE ENTREGA: lunes 26 de mayo de 2003.
No se aceptaran tareas realizadas en computador.
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Calcule el volumen acotado por P, y P.
SOLUCION:

Este viene dado por

l—z— 2 2
V = //dxdy/ ’ dz://dxdy<1—x—y—x+y>
R (a2+y?)/2 2

R

- %//dxdy [4— (@ + 1)~ (y+1)7] (0.4)
R

La integracién sobre x e y ocurre sobre la regién encerrada por la proyeccién de C sobre el
plano xy ( ver expresién (0.2) ). Esta es

R={(x,y) | (z+1)*+ @y +1)* <4}
Realizando el cambio de variables (z,y) — (r,0) en la expresién (0.4)

r=—14+rcosf, y=—-1+rsenf, 0<r<2, 0<60<2m

1 f2n 2 ) I 2
V:§/0 d9/0 drr(4—r):7r<2r—z>

0

se obtiene?

V = 4 ~ 12,5664 (0.5)

Calcule la longitud de la curva de interseccién de P, y P.

SOLUCION:
2m dz\’ dy 2 dz\?
e oo () (3 (5)

Este viene dado por
(z,yy z corresponden a la parametrizacién (0.3) )

27
L = / df V4sen26 + 4cos?6 + 4sen2 — 8sen b cosf + 4 cos? 6
0

2 1 4 2T
- / d6 /8 — 4sen (26) :5/ d6 /8 —4send :2/ d6 v/2 _send
0 0 0

= 2/07rd8 (\/2—sen9 + V2 +send )

= 4/07r/2d9 (\/2—0089 + vV 2+ cosbt )

2Note que
d(x,y) _ % % _ cosf —rsenf .
o(r,0) % % sen 6 rcosf




Para completar la evaluacién de L, usamos las relaciones|Gradshteyn|

2bsen x
/dx\/a—bcosa: :2\/a+bE(5,r)—\/m o {a>b>0
/dx\/a—i—bcosx =2vVa+bd E(g,r) Oszsm

5:arcsen(\l (a+b)(1—cosx) ) | . 2b

2(a—bcos) a+b

E (¢, k) es la Integral Eliptica del Sequndo Tipo:
©
E(p, k) E/ da vV 1 —k?sen? «
0

En el caso particular del calculo de L, se tiene que

6 2b V2
a , , = r 5 Voa+ V3, Ja 5

™

L:8\/§E<g,@>—2\/§ +83§E<Z,\/E>

6|x:0 - 07 5|x:7r/2 -

L=8V3 lE(%@)JFEG@)] — 22 ~ 20,3038

El valor numérico se obtuvo con el programa solucion0.cc ( ver pag. 6 ).

Calcule el area, sobre el plano P, encerrada por la curva anterior.

SOLUCION:

Esta viene dada por ( 7 es un punto del plano P )

0 or
A:/dxdy g con r=zz+yy+(1l—xz—vy)2
R Jxr Oy
or P03
- = A5 x Z
or ~ P2 oF  oF / o
X5 =110 -1|=2+y+2
o7 Jr Oy
T 01 -1
dy

Por tanto®

A:/dxdy VEFT 2112 = ﬁ/dxdy
R R

T x 22

3Es obvio, de la expresién que define el plano P, que & + § + 2 es un vector normal a tal plano.

>



A=43 7~ 21,7656

(0.7)

4. Calcule el trabajo realizado por la fuerza F () = 2 + xy + yZ para mover una particula a
lo largo de una revolucién, en sentido contrario “ al de las agujas del reloj ”, sobre la curva

mencionada arriba. ¥ = 2% + yy + 22.

SOLUCION:

T - /Cﬁ(f)-df:/C[Fx(f')dHFy(f)dsz(F)dz]:/C(zdx+xdy+ydz)

2m
= / [(3—2cosf —2senf) (—2senfdf) + (—1 + 2cosf) (2cos db)
0

+ (—1+2send) (2senf — 2cosf)dd)
27
= 2/ do (—3sen9+2cosesen9+256n20
0

—cosf +2cos® 0

—sen@+cos€+ZSeHQQ—QSeDGCOSQ)

27 27
= 2/ do (—4sen9+4sen28+2cos29):2/ do (QSen29+2)
0 0

-2 740 [3 — cos (20)

T = 127 ~ 37,6991

0.1. Programa en C++: solucion0.cc

(0.8)

El valor numérico obtenido para L ( ver expresion (0.6) ) se obtuvo con el siguiente programa

en C++:

// solucionO.cc

#include <cmath>

#include <iostream>

#include <stdexcept>

using namespace std;

double E(double anguloFinal,double k);



inline double f(double angulo,double k)

{

k=1.0 - abs(k*sin(angulo));

return ( k>0 ) 7 (sqrt(k)*sqrt(2.0 - k)):0;
}

int main()

{
doble longitud;

try
{
const double r6s3=sqrt(6.0)/3.0;
longitud=E(M_PI/3.0,r6s3) + E(M_PI_4,r6s3);
}

catch(domain_error) { return (cerr<<"\nError de dominio\n\n",0); }

longitud=8.0%*sqrt(3.0)*longitud - 2.0*M_SQRT2;
cout<<endl<<"LONGITUD = "<<longitud<<endl<<endl;

return O;

3

// Calcula la Integral Eliptica del Segundo Tipo
double E(double anguloFinal,double k) // angulolnicial es = 0
{
if ( anguloFinal==0 ) return O;
if ( k==0 ) return anguloFinal;
const signed char signo=( anguloFinal<0 ) 7
((anguloFinal=(-anguloFinal)),-1):1;
double dAlpha=0.01;
size_t n=static_cast<size_t>(anguloFinal/dAlpha + 1.5);
if ( n<2U ) throw domain_error("");
dAlpha=(anguloFinal/n)/(1.0 - 1.0/n);

double suma=(1.0 + f(anguloFinal,k))/2.0;
for ( anguloFinal=0 ; n>2U ; --n ) suma+=f(anguloFinal+=dAlpha,k);

return signo*dAlpha*suma;

}






Tarea 1

Funciones de Variable Compleja

UNIVERSIDAD CENTRAL DE VENEZUELA 30 / 05 / 2003
FACULTAD DE CIENCIAS Prof. Félix Marin
ESCUELA DE FISICA Métodos Matematicos de la Fisica II

http://fisica.ciens.ucv.ve/felix/
TAREA!N2 1

1. Sia,yb, (n=1,2)son nimeros reales, demuestre que la funcién
f(z) = a1z + by +c+ (agx + boy)i; z=x+1iy, c esuna constante
es una funcion entera si y solamente si los coeficientes son tales que
f(z) = (a1 —iby) z + ¢
SOLUCION:

f (2) es una funcién entera ( analitica en todo el plano complejo ) si satisface las condiciones
de Cauchy-Riemann ( en todo el plano complejo ) las cuales vienen dadas por

0 (a1 4+ by + Re) 0 (asx + boy + )

ox - y - “= b
0 (a1 + by + Re) _ 0 (azz + bay + Sc) N by = —ay
oy ox

Por tanto,
f(2) = amr+bhy+c+(br+ay)i=(a; —bii)x+ (by +a1i)y + ¢
= (a1 —bii)x+i(—iby +a1)y +c= (a1 — byi) (x +iy) + ¢

Por tanto, f (2) = (a; —iby) z + ¢ es una condicién necesaria para que f (z) sea una funcién
entera. Asi mismo, tambien es suficiente puesto que

d(mz +biy+Re) 0 (ay — bzYc)
ox N oy

d(amz+biy+RNe) 0 (ay — bz + Sc)
Ay - o

se satisfacen idénticamente.

lrECHA DE ENTREGA: martes 10 de junio de 2003.
No se aceptaran tareas realizadas en computador.
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2. a) En coordenadas polares, z = re?. r > 0. z € C. Encuentre la forma que adoptan, en
coordenadas polares, las condiciones de Cauchy-Riemann y la derivada f’(z) para una
funcién analitica dada f (z).

SOLUCION:
of ,
— =f'(2) "
” oo
o = o = g (1.1)
_ ¢ 0
% ' (2)re”i

Escribamos f en términos de sus componentes real (u ) e imaginaria ( v ): f = u + iv.
La expresion anterior se reduce al par de condiciones:

Condiciones de Cauchy-Riemann en coordenadas Polares

(1.2)
ou Ov ov ou

r—— = = =

or 00’ "or T T o8

Para expresar ' (z) en coordenadas polares usemos, por ejm, el resultado (1.1): f'(z) =

™00t or = (—ie ™ 0f/06) /r

[ 0 oad [ 0 0
f'(z) = |cos(6) a—: + sen () a—: + |—sen(6) a—: + cos (6) a—:] i
- - - (1.3)
1 1 17
= _cos (0) % — sen (0) % - _sen (9) % + cos () %1 i
b) Demuestre que e = e*e* y en consecuencia e * = 1/e® z, 2,29 € C. Note
que eZ, con Z € C, se define a traves de una serie infinita: e = 30° 2" /n!.
SOLUCION:
[e%S) n [e%S) n oo n n—k
214z (Zl + Z2) _ i n n—k _ Zfz2
¢ n; nl n;n! ,§ k) ,;),;)kv(n—k)l
[SSINeYe) k. n—k oo Jk oo n—k oo k oo n
_ dat _SAdS 4T Sds g
;%k“(n k)! kz::o !nz:;g(n—k)' kX:% ‘nz_%) !
Por tanto
et = 1 o2 (1.4)
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Con z; = 2z y 2o = —z se obtiene

Senale por qué la funcion

01 77 s (7 s (2)) s (7 s (D))] 0

) z

conr >0y0 <6 <2, es una rama de la funcion “ bivaluada 7 e~ V* tal que es

analitica en todo el plano complejo salvo en el eje real donde x > 0.

SOLUCION:

Cuando escribimos z en la forma z = r et(¢+2n7) (conr>0yné€Z)seobtiene /z =
+ /7 ¢2 1a cual es una funcién bivaluada.

La rama del presente ejercicio se define segun:
22 = p1/2 60/ 0<0<2m, r>0

En consecuencia

e—z1/2 — e VT ei0/2 _ e—ﬁ[cos(0/2)+isen(0/2)] — o VT cos(0/2) e—i\/7 sen(6/2)

— o VT cos(0/2) lcos (ﬁ sen <g>> — i sen <\/7 sen <g>>] :

lo cual es el resultado (1.6).

Mostrar que la continuacién analitica de f; (z) desde el primer cuadrante hacia el cuarto
cuadrante es la rama

w7 (3] o )]

donder >0y —7/2 <0 <7/2.

SOLUCION:

Ambas representaciones coinciden en el primer cuadrante y ambas son analiticas en
sus correspondientes dominios de definicién. Por lo tanto, fs (z) es la continuacién ana-
litica de f; (2). La unicidad de ella puede probarse en forma simple. Ver, por ejm, la
referencia [Churchill].
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Tarea 2

Integracion en el Plano Complejo y
Funciones Poligammas

UNIVERSIDAD CENTRAL DE VENEZUELA 10 / 06 / 2003
FACULTAD DE CIENCIAS Prof. Félix Marin
ESCUELA DE FISICA Métodos Matematicos de la Fisica 11

http://fisica.ciens.ucv.ve/felix/

SOLUCION

1. Evalue las siguientes integrales:

00 xa—l 0o xa—l
T, = / d , 7, = P/ d : 0<a<l1
0 0 T +x ! 0 12 ¢

SOLUCION:

Consideremos la evaluacién de las integrales

dz 2ot
Iy=4+| ——— 1
=Fomizer 0T

donde C es el camino de integracion de la Figura 2.1 y
27l = |07 efl@y)lel) z=x+iy#£0, 0<0(z,y) <27

A lo largo de Cr: z = Re? y se obtiene

) dz 201 2m)~ Re?idh Ro!eif(a—1) 1 R g2
m (+ [ £ - / : . < a6
e—0+ Ccr 2mi 2zt 1 0+ 27 Re®© +1 2r R—1Jo

Ra—l
" 1-1/R

IFECHA DE ENTREGA: viernes 20 de junio de 2003.
No se aceptaran tareas realizadas en computador.
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Cr

Y

]y

o

A

Figura 2.1: Camino de integracién C' = CrJC.UC; U C_ ( en sentido contrario al de las agujas
del reloj ) de la integral (2.1). El camino Cg es la union de arcos de radio R > 1. El camino C, es
una semicircunferencia de radio € < 1. Cy son paralelos al eje x.

Puesto que a < 1, se cumple que limg .., [R*'/(1 —1/R)] = 0y por lo tanto

dz 2ot
lim 1i + — =0 2.3
Rl—rgoé—l»r(%< Cr 27rizil> (23)

A lo largo de C.: z = ee? y se obtiene

dz 271
I (+ [ = _
ﬂ%( . 27rizj:1>‘

/7(/2 eewidﬁ ea—1 ei@(a—l)
3r/2  2mi €e®© £1

1 €

21—c¢

1 60’ 37‘(‘/2
< — deo
2 1 —¢€ /7r/2

Puesto que a > 0, se cumple que lim,_o+ {€*/[2(1 —€)]} = 0 y por lo tanto

d a—1
i (£ S22 =0 (2.4)
e—0+ c. 2m z+1

Usando los resultados (2.3) y (2.4), se obtiene

dz 2ot dz 2ot
lfm lim [+ [ <2 — lim lfm [+ / &
R%Oei%( c 2m’zi1> RE&;}%&( cy 27rizi1>

+

d a—1
lfim lim :l:/ &z (2.5)
R—00 e—0T _2m 2+ 1

14



xa—l

r+1

Evaluacién de 7, = /O = Az

Usando el resultado con el signo + en (2.5), observaremos que la integral tiene un polo,
dentro del contorno de integracién, igual a —1 = ™. Por tanto

a lo largo de Cy a lo largo de C_
a—1 0 a—1 27(a—1)i
eiw(a—l) - _ eiwa — /OO de x +/ dz x €
0o 2mix+1 Joo2mi we2mi41
a—1 a—1 a—1
_ © dr x  orai © dr x :(1_ %M) < dr x
0o 2mizxz+1 0o 2mx—+1 0o 2mix—+1

En consecuencia

a—l ar 271 271 T

/OO du = 2mie
x = . - — - = =
0 x+1 e¥a—1  em¥ — g7 2jgen(ma) sen (ma)

0o xa—l
_ 2.6
/0 dxx+1 7 cosec (7a) | 0<a<l (2.6)
00 xa—l
Evaluacién de Z; = P / da
0 1—=x

Usando el resultado con el signo - en (2.5), observaremos que la integral no tiene polos dentro
del contorno de integracién. Por tanto?

a lo largo de Cy a lo largo de C_

o dr o1 0 dr 21 e27r(a—l)i

0o 2mi (x+i0t)—1 0 2mi (x —i0F) —1
— > d_x xa_l _ A2mai o d_x xa_l
0o 2m1—x—10" o 2mi 1 —x+40"
2Aqui usamos las identidades
b b b
f () f () G
; ’ — / — /
6141)%14_ adx m:/ﬂdif m—P‘/a dx m:FZ']Tf(fE)@((E—a)@(b—IE)

a < by f(x) no tiene polos en (a,b).
Note que cuando z < a o = > b es irrelevante el uso de la parte principal y

b b )
/ dz’ p / da’ —— x & la,b], f(z) no tiene polos en (a,b).
“ o —xti a ;

Simbdlicamente u operacionalmente escribimos

1 1 .
e P(z) F imd ()

15



et et 1] e [p e et
o 2mil—xz 2 o 2ml—x 2

1 — e27rai %) xa—l 1+ eQﬂai
— 7P/ d
o T T2

) e—mzz _ 7raz a 1 e—mzz' + emzz'
— Tai P/ d
¢ ( 271 o 1—x * 2

a—1

= ™ l—MP/ do —— + cos (W&)]
T 0 1—=

En consecuencia

0o a—1
P/ qp B cos (7a)
0 11—z

sen (ma)
fo%) xa—l
P/ da = 7 cotan (7a) , 0<a<l (2.7)

0 1—x
Evalue la integral
= [ d v’ 1 1 A

= ; —1<p< —m <AL
2 / "1+ 2zcosht a2’ P ’ m m
SOLUCION:
Consideremos la integral
P — |Z‘—P e~z y)p

7= /d
Z1+2,zcos)\+z2’ 0<f(z,y) <2r

z=x+1iy #0

C es el contorno de integracion de la Figura 2.1. Los polos del integrando de Z vienen dados
por los ceros de 1 4 2zcos A + 2%

—2cosA+ V4cos2 A —14

= = —cosAtisen A = — (cosA Fisen\) = —

Z+ = 5 ejF’)‘

ei(7r:|:>\)

Note que |z4| = 1y, puesto que |A| < 7, z4 nunca se encuentra sobre el semieje real positivo.

Usando el Teorema de los Residuos en la evaluacién de Z, obtendremos

-p -p -bp _
T = /d e (== =
c z—z+)(z—z) Zy—2z_ oz — 2y Zy — 2

TN (D) _ gilmN)(—p) e €PN — TP _ipr 205en (D)
= 2m =1e N ————=7me T ———~
2isen A\ sen A sen \

16



—p 4 \
7= / dz : = 2mie T w
c

14+ 2zcos A+ 22 sen \
Completando® las integrales remanentes en los limites ;:0;
0 — — —2pme
o o ipm SC1 (pA) _ / e xP +/de xPe P
sen A 0 1+2zxcos A+ 22  Joo 14 2xcos\+ 22
— 1 — —2pmi / d
( ¢ ) 0 x1+2xcos/\+x2
. . . oo x_p
— oW [ GipT _ o—ipT / d
( ) 0 x1—|—2$COS)\—|—JZ2
2 e PT Ood v’
- ae sen(pﬁ)/o x1+2xcos/\+x2
o0 x7P m  sen(pA)
d = ; —“l<p<l, —w<A< 2.8
/o T+ 2wcosA+a?  sen (pm) sen A b : " (28)

3. Use, en general, la familia de funciones poligammas para encontrar el valor numérico de la
serie

© 1
So=)> 3
—on+1)(2n+1)Bn+1)(4n+1)
SOLUCION:
Reescribamos la serie en la forma

1 & 1
384 = (n+1)(n+1/2) (n+1/3) (n+ 1/4)°

So

Realizemos la siguiente descomposicion:

1 A B C

(n+1)(n+1/2)(n+1/3) n+1+n+1/2+n+1/3

donde
A = ! —3
(n+1/2)(n+1/3) ’n:_l B
1
= i (n+1/3)‘n:_1/2:_12
1
S S VL R VE N

3 3 z . + 7 .
3Las integraciones a lo largo de Cr y C. se anulan en los limites ;1000 en forma analoga al problema anterior. El

lector debe verificar, en detalle, esta aseveracion. En consecuencia, las integraciones remanentes ocurren a lo largo
de O:t.

17



Sy puede reescribirse como
1 1 1 11 3 11
=—F(1l,-)—=F(=,- —F (=, -
50 = 158 ( ’4) 32 (2’4) T 128 (3’4)

> 1

ZO?'ZI = Z

= (n+2) (n+ )"’

donde

29,21 € C, 20,217&0,—1,—2,...

F (20, z1) puede evaluarse a partir de la identidad?

— U (20) = V¥ (21)
E = ; C 0,—-1,-2,...
- n n Z()) (TL + Zl) 20 — 21 3 20, 21 € ) 20, %1 7é ’ 9 )

U (2) es la funcion Digamma. Detalles sobre esta funcién pueden consultarse en la referencia
del pie de pagina 4.

1 © 1 _ \I/” (21) . \I/, (Zl) \Ij (21) — ‘1/ (Zo)
Fz02) 20 z:: (n+2)(n+2z1) 2(z1—2) (2 — zo)2 * (z1 — 20)3
N w4 a4 v -
F<1’Z) 2(1/4-1) (1/4_1)2+ (1/4 —1)°
2 /1N 16 _,/1\ 64
= () -y (@) -m () vl

LYy - LU VW YA/ -

2’ 4 2(1/4—1/2) (1/4—1/2) 1/4 —1/2)°

(
— oy G) 160 (—) —~ 64[ G) ‘I’( )]

F(} }) _ovrae v/ +\IJ(1/4)—\11(1/2)
34) 7 20A-1B) a- s a3

/1 1 1 1
- o (v () o () w )
1 1 9 1 1 1 27 1
— o - \I]” - . - = \II, -
5o ( 192 " 16 64) (4)+( 273 8) (4)
_l’_

Crire5)r () mro-n ()5 (5)

4Ver 8.363.3 en Table of Integrals, Series and Products. 1. S. Gradshteyn e I. M. Ryzhik. Academic Press 1965.
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& 1
:Z (n+1)(2n+1)Bn+1) (4n +1)°
_ (2.9)

1040 1\ 81 /1 1\ 1 26 /1y 1 1
v (=) —2w (= —@1-—@’(—)-—@”(—)
27 (4) Ty (3) (2) T YWl v

Con este resultado procedemos a calcular el valor numérico de la serie Sy. Para ello, usamos
[Abramowitz] donde tablas para algunas de las funciones Poligammas estédn tabuladas en el
intervalo [1,2]. Para ello es necesario usar las férmulas de recurrencia[Abramowitz]®:

1
U(z) = ¥(z+1)—-
VA
V() = W(41)4—
zZ = VA 22
i i 2
Vi(z) = V' (z+1)— =
A
~ —0,22745 35334
1 5
v (-) g (—) 4 = —4.29745 35334
1 1
~ —0,13020 93416
1 N
U (—) oy (—) 3= —3.13020 93416
3 3
1
U <§> 4212 = —1.96351 00260 21423 . .
U(1) = —y=—0,57721 56649 ...
~ 1,19732 91545
1 5
v (Z) o (Z) 416 = 17,19732 91545
~ —1,32773 99375
1 N
G (Z) N (Z) 128 = —129,32773 99375
5Ver [Abramowitz]:
T () =M (1) = (=1)"nlz" n=0,1,2,...; 9O (:)=0(z)
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Con estos valores numéricos® y el resultado (2.9) se obtiene

> 1
S()EZ

= (n+1)2n+1)Bn+1)(4n+1)°

= 1,07410219783266 (2.10)

4. Una correccion a la Formula de Stirling para la funcion Gamma es de la forma:
A
I'(2) = e ?2" 12V 2r (1 + —) ; |z| = o0, J|arg(z)|<m (2.11)
z

donde A € R y es independiente de z.
Exigiendo que la expresién (2.11) sea consistente con la relacién de recurrencia
IF'(z+1)=2I(2), (2.12)

determine el valor de A.
SOLUCION:
(2.11) debe satisfacer la relacién de recurrencia (2.12). Ello significa que
A A
e G (z 41" Vog <1 + ?> ~ oz [e_zzz_l/2 V2T <1 + —ﬂ , |z] — oo
2 2

Simplifiquemos esta expresion:

el (z 4 1) zH1+4 Zz+1/2Z+A

P . gl =0

)T (1 A) ~ T (2 4 4) SENE RS

e 2+ 1) T p e (2 )TV A~ T2 12Y : |z] — o0
[e—l (z+ 1)z—1/2 _ Zz—1/2:| A~ T2 gl (z+ 1)z+1/2’ 2| — o0

2 el (24 1)Z+1/2 Z#1/2 [1 —e 1 (1+ 1/z)2+1/2}

o1 (z+ 1)z—1/2 _pe1/2 e-1)2 [e—l (1+ 1/Z)z—l/2 _ 1}
e(z+1/2) In(14+1/2)—-1 _ 1

= e(z—1/2)In(1+1/2)-1 _ 1’

~Y

|z] — o0 (2.13)

En el limite |z| — oo, se obtiene’

) ()
: 2 . z ~ ¢ 2) \z 222 323

6y = lmpy—_oo (25:1 % —In N) =0,57721 56649 ... es la constante de Euler.
72 VA
"Note que In(1+2) = Z = S+ S = Z€C. |2 <1y Z £ 1.
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1 1+1>+<1 1+1> 1
2z 322 2z 422 623

Q

%
// T~ TN
N W~
|
=~ =

Y O S

2) \z 222 323

= (1_i+i>+<_i+i_i>_1z_l
2z 322 2z 422 62° z

Reemplazando estos resultados en la expresiéon (2.13), se obtiene

Ao a2 1

(s-5)m(1+5) -1

Dy T T
Por tanto
1
T(2)~ e Y221 (1 + E) ; |z| = o0, J|arg(z)| < (2.14)
z
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Tarea 3

Conducta Asintética y Ecuacion de
Laplace Bidimensional

UNIVERSIDAD CENTRAL DE VENEZUELA 22 / 07 / 2003
FACULTAD DE CIENCIAS Prof. Félix Marin
ESCUELA DE FISICA Métodos Matematicos de la Fisica 11

http://fisica.ciens.ucv.ve/felix/
TAREA!N® 3

SOLUCION

1. Encuentre una expresion asintética para la integral

—m/)\
dr ———; AMaeR, A>0,a#0 3.1
I # (3.)

en los casos limites A < |a] y A > |a|. Discuta la convergencia de las correspondientes series.

SOLUCION:

0 <A< |al

Realizando el cambio de variables x — z/ |a|, se obtiene

oo —:c/A A A
\/ N m

La contribucién del factor e=#/* proviene de laregion 2 < A > 0. Por tanto, solo es necesario
considerar, en la raiz cuadrada del denominador, valores de x ~ 0. La versién mas simple se
obtiene con la asignacion x = 0 en el denominador del integrando y resulta ser:

>0

e—x/A Ood e—m/A
T —F/——— v T —F——
vVat+1 0 0241

lrECHA DE ENTREGA: Viernes 01 de agosto de 2003.
No se aceptaran tareas realizadas en computador.
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En realidad, ello significa que estamos usando el primer término del desarrollo, en potencias
de x,de (1 + 1:2)_1/ ?. Tal expansién solo es vélida cuando |z| < 1. Por tanto, antes de realizar
la evaluacién debemos separar la integral en dos integrales a lo largo de (0,1) y (1, 00):

—x/A 1 e—x/A oo —x/A
/ dy ————— de —— +
vV 1+ 22 0 V41 1 \/14—3:2

Es obvio que, en el segundo miembro, la primera integral representa la contribucién mas
importante puesto que:

/Oodx e_gﬂ/A/\/l—l—x2 / dr e” x/A/\/ o 1/A
1

1 — —1/A
/dxe_m/A/\/xz—i-l /dxe x/A/\/ Tl
0

~ e VM«

Por tanto
—ac/A 1 —m/A

d
/ x\/1+x2 0 \/332

~1/2 : : .
Expresemos (1 + x?) /2 como una serie de potencias, la cual es vélida cuando lz| <1, en x:

(3.2)

NES
> I'(1/2)
—1/2
1 2 — 2n
(+x) o<1 nﬂn”WUQ—mx

donde I' (2) es la funcion GammalAbramowitz|. Usando la formula de reflexion para la funcidn
Gamma[Abramowitz] podemos observar que:

1 s " s
F(T") ~enGiaraTa2en Y ragsn  "E€Z

y, usando la propiedad recursiva de la funcion Gammal[Abramowitz]
1 1 1 1 3 3
(= = —— ) {n—=)=(n—= —=)'(n—=)=---
(2'%”> (n 2) (n 2) (n 2)(" 2) (n 2)

GBI RO LI R

. = =L L

22n pl

2

0 1 [(2n
— _1 n - xQYL
o<1 Z;( ) W”<n>

(- he) = o

Realizando una integracién término a término en la expresion (3.2):

o —z/A 0 1 92
(S n
d ~ Z 1)" / d —x/A 2n
/0 t Val T2 = ( ) 22n ( ) re
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= > (-1)" o " / dz ez — dr e “x* | A2+
22n \ n 0 1/A

n=0 ————— —_——
(2n)! ~ 0
Entonces
o0 e_x/A 0 ]_ (2”)
dr — ~ —1)" — | L] A

/0 VI ng:‘o( >z l n! ] (3.3)

\ .
= A—A* 49N — ... 0 < A_ﬂ<<1

a

Una condicidn necesaria para la convergencia[Rudin| de la serie (3.3) es que el término general
de la serie se anule cuando n — co. Revisemos si esta condicién se cumple?:

2

2 2n+1/2  _9n
tim [(—1) — [ZO g gy L V2T (0) e A
n—00 220 | pl - oo 220 V2 prtl/2emn

2\ T
= V2 |A] lim <n|A\ )
e

n—oo
Esta expresién se anula solo si A se anula idénticamente. La serie (3.3) es asintdtica

y su utilidad se reduce al uso de los priméros términos como resultado aproximado
o/y como una expresion de la conducta de la integral cuando A > 0. Por ejm.. .,

~ A — A3 4+ 9A5,

A>al 20

Con la definiciéon « = |a| /A, la integral (3.1) puede escribirse en la forma:

—x/>\ 00 —x
© N (3.4)

d de —;
/“’m o VB raE )

Si realizamos la asignacion a = 0 en la integral (3.4) podemos observar que esta presenta
una divergencia logaritmica en el origen:

/Ood e ” dx |
T | —— ~— [ —~—Inx
0 vai+a? ), T

2Aqui usamos la férmula de Stirling N!' ~ v/ 2r N¥N*t1/267N cuando N > 1.

25



Es conveniente realizar una integraciéon por partes, en (3.4), para aislar la divergencia loga-
ritmica:
ood e~ 7 ood _xdln(x—i— \/.T2+O£2)
r—— xe
/ v 2+ a2 /0 dx

= 1n($—|— \/x2—i-oz2 / dz In x—i— \/m)( )
— —lnoz—k/ooodme_xln(x—i— \/m)

La aproximacion mas simple se obtiene con la asignacion o = 0 en el integrando del segundo
miembro. La integral (3.4) es reescrita convenientemente en la forma

[e%e) e—w (o) e

+
/Ooodm {ln(x%— V2?2 + a? )—1n(2x)} e’

_ _1n< ) /dxln

_|._
/0de {ln (x+ V2?2 + a? ) —1n(2x)} e’
Ademas

/oodxln(x)e_z = hm—/ dz 2™ ex—limwzf’(l)
0

n—0 n—0 dn

/—/\
= rme@, v@1)=-—
U (z) =dInT (2) /dz es la funcion digamma y

N
1
v = lim <Z ——1In N) = 0,5772 1566 4901 5325. ..

N—oo n:ln
es la constante de Euler-Mascheroni|Gradshteyn, Torres]. En consecuencia,
J AT —— 1 (1 )
r——— = —In(-a) -

0 V2?2 + a? 2 K
_|._
/ dz {ln (x + Vat+a? ) —1In (2:5)} e’ (3.5)
0

tal que la aproximacién mas simple de la integral (3.1) resulta ser:

a7 2\ A 0 (3.6)
~ , > > ,
[ s =) - i
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2.

Ver por ejm, [Bleistein], [Erdelyi] y [Murray] ( entre otros ) en relacién con la
expansion asintdtica de integrales.

Encuentre una expresion asintética cuando || — oo para la solucién de la ecuacién diferencial
—’¢" (@) +gatp (@) =Bp(r); €20, g>0 (3.7)

E es un autovalor del operador diferencial —e*d?/dz? + gx*. E > 0 y finito.
SOLUCION:

Con base en la magnitud pequena del pardmetro ¢, se puede estar tentado a ensa-
yar una solucién de la forma -2, ¢, (z) €. Ello supone, ademds, que ¢*|¢” (z)| <
gzt | (z)] lo cual es cierto si ¢ (x) varia suavemente a lo largo de z. Una estimacién
de la certeza de esta condicién toma la forma
1/3

< gx4g0 (l’) - |ZE| > W

¢ (7)

62 5
T

lo cual muestra que la condicién favorece valores de x que tal que gz* varia suave-
mente: |(1/g2*) d (ga*) /dz| = 4/ |z| < 49"/ /'3,

Esta situacion corresponde a un caso de teoria de perturbacion singular que se caracteriza
por la propiedad:

lim 2 (ZE’, 6) 7é ¥ (I7 6)|e:0

e—0t

donde ¢ (x,€) es una solucién de la Ec. (3.7). En general, al considerar este problema se
realiza un cambio de variables cuyo propdsito principal es remowver la conducta singular
debido a la presencia del parametro e. Con esta introduccion es claro el procedimiento que a
continuaciéon se muestra.

La presencia del factor ¢ que multiplica a ¢” (x) en la ecuacién diferencial sugiere el cambio
de variables ¢ (z) — S(x,¢):

© (Z’) = eiS(:E,e)/e
La motivacién, al escoger esta forma para ¢ (z), es eliminar el factor multiplicativo €2 en la
ecuaciéon diferencial. Una vez eliminado este factor, se procede a estudiar el desarrollo, en

potencias de €, de S (x,¢).

¢(a) = SOV (26) = 28 (1,6 p (a)
! Z " Z / / Z " S/2 I,E
Hx) = LS @ e + Y @y @) = |18 (w0 - | )

Reemplazando este resultado en la ecuacion diferencial, se obtiene
—ieS" (z,€) +S* (v, €) + gz* = E (3.8)
Cuando |z| — oo, el factor gz* varfa suavemente. En efecto

1 d(gz?)
gr* dx

4
= — — 0 cuando |z| — o0

|z]
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El caso limite ocurre cuando la expresion anterior se anula idénticamente Vz: Una constante
aparece en la ecuacién diferencial en vez de gx*. En tal caso la solucién satisface In ¢ (z) o
ax+b ( a,bson constantes ) y por tanto se cumple que S” (z,€) = 0. En el caso actual, donde
la derivada varia suavemente es de esperarse que S” (z,€) ~ 0. Ello significa que la primera
aproximacién a S (x, €) se obtiene con

S?(z,6)+gr*=FE = S (r,e)~+E—gaxt ==i/gz*—E

y cuando |x| — oo
1
S (z,€) = +ig/?2? — S(z,€) = igiglﬁx?’, |z| — o0 (3.9)

En consecuencia; la forma asintdtica convergente, cuando |z| — oo, de la ecuacion diferencial
es:

1. 2
S(x,€) = = 319 gz = p(z) x o9/ ?lal’ /3¢ (3.10)

1/2

Para obtener una mejor aproximacion, reemplazamos S” (x,€) & 2ig"/?|z|, el cual es el re-

sultado (3.9), en la expresién general (3.8):

S'(x,€) =~ +i \/ga:4 —1eS" (x,€) = +i \/9564 + 2eg/2 |z

= 4ig'/?a? \/1 + 2eg~ /2 \x\ ~ +ig'/?a? (1 +eg /2 \x\_?’)

= +ig'%® +ie x|

Note que hemos usado la condicién € > 0.

1.
S(z,€) ~ = 31 ig*? |z)® + iesgn (z) In |z|
T (3.11)
9" 2laf /3¢
o) o =

Si deseamos continuar con la generacién de mejores aproximaciones en el limite |z| — oo,
podemos proceder iterativamente partir de la expresién (3.8):

1. S" (x, €
Sn—i—l(x?E) ~ 2 1/2|I" +2 1/2 /d (2 )7 n:_17071727"'; ’I’HOO

S_l(JI,G) = 0
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Fig. 1a Y4 Y4 Fig. 1b
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En los problemas siguientes se supone que ® (7, ) satisface la ecuacién de Laplace
bidimensional en las regiones donde se evalua la solucién del problema propuesto.
X =rcosf.y =rsend.

Calcule @ (r, ) en la region I si ® (r,0) = 0 en los segmentos sobre el eje z e y y @ (1, 0) = By
sobre el arco de circunferencia, en el primer cuadrante, de radio 1. Sume la serie resultante
y exprese el resultado en términos de las coordenadas cartesianas x e y. Ver Fig. la.

SOLUCION:

La solucion general es de la forma:

®(r,0) = (Ag+ Bolnr) (CO + D) + Z[ 21" sen (nf + 6,,) + B,r~ " sen (n9+’yn)}

A, y B, son constantes indepentientes de r y 8 Vn = 0,1,2,.... Asi mismo, ¢, y 7, son
constantes indepentientes de r y # Vn = 1,2,.... C'y D son constantes independientes de r
y 6.

Puesto que la solucién debe ser finita en el origen, debemos escoger B,, =0,Vn =0,1,2,....
Ap no puede determinarse separadamente de C'y D. Por tanto, escogemos Ay = 1. La solucién
se reduce a

®(r,0) =CO+ D+ > A,r"sen (nb + 6,)

n=1

Para satisfacer la condicién de frontera en el segmento {(r,0) | 0 < r < 1} se debe cumplir
0=D+ )Y A,r"sen(d,)
n=1
Basta, entonces, con escoger D =0y 9, =0,Vn =1,2,3,.... La solucién se reduce a

®(r,0) = CO+ > A,r"sen (nb)

n=1
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Para satisfacer la condicién de frontera en el segmento {(7’, g) |0<r< 1} se debe cumplir

0—C2+2Anr sen( 2) C + Z A,r" sen(ng)

n impar

Esta se satisface idénticamente si C' =0y A, =0,Vn =1,3,5.... La solucién se reduce a

0) = > Ay,r® sen (2n0)

n=1

Puesto que la solucién es invariante bajo el cambio § — 7/2 — 6, se debe cumplir que?

Z Ag,r®" sen (2n6) Z Ay, sen (2n {— — QD Z Ay, 12" "H sen (2nd) (3.12)

la cual se satisface si escogemos A,, = 0,Vn = 2,4,6,.... Por lo tanto, la solucién se reduce a

0) = > Aupyor™sen ([4n + 2] 6)
Impongamos la condicién de frontera en el arco {(a, 0) |0<0< g}

Vo= Auniosen ([4n +2]0)

n=0

Multiplicando ambos miembros por sen ([4n + 2] ) e integrando en el intervalo [0, 7/2], se

obtiene
w/2 w/2
Vo df sen ([4n + 2] 6 Z Ay 4o df sen ([4n + 2] ) sen ([4n’ + 2] )
/2 —cos ([4n + 2] 6) "2 —cos(2n+1]m)+1 1
0 sen ([4n +2]6) dn + 2 0 4n + 2 2n +1
/2 /2

; df sen ([4n + 2] 0) sen ([4n' +2]6) = Opu ; df sen? ([4n + 2] 0)

_ i /2 " 1 —cos(2[4n + 2] 6) _Ts

0 4
Estos resultados conducen a Ay, o = (4Vy/m) / (2n + 1). La solucién puede escribirse en la
forma

oo . 4n+2 o 4n+2 ,i(4n+2)0
(r0) — %Zr sen([4n—i—2]9):%S réntze

T = 2n+1 T = 2n+1
0 4n+2
4V > \re 4V
= —9) ber) Se(2)|
™ n—=0 2n—+1 ™ z=ref¥=x+iy

3Este paso no es estrictamente necesario pero aprovecha una simetria evidente del problema en estudio. Esta
decision facilita los pasos remanentes que determinan la solucién. (3.12) equivale a determinar las condiciones que
hacen invariante a sen (2né) bajo el cambio § — 7w — 6.
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00 Z4n+2 00 .
(’0(2):22n+1 (gp’(z):22z4+l, gp(O)zO); zeC, |2] <1
n=0 n=0

Puesto que ¢’ (2) se ha reducido a una serie geométrica, se obtiene

/(2) = 2z z n z
4 S l—2t 1—22 1422

1 9 1 9 1 1— 22
(z) = —iln(l—z)—l—?ln(1+z):—§ln(1+zz>

T | s A D S E ot
= ——1In 2 =——1n 2
2 11+ 22| 2 |14 22|

L, (1-28(2) - Es L (1=l + y?) — dizy
= — — 1n = — — 1n
2 1+ 22 2 1+ 22

Con este resultado se obtiene la solucion al problema propuesto:

O (r,0) = {g arctan (M—y> } Vo
s 1—[22+ y2]2 (3.13)

r=rcosf, y = rsenf

Calcule @ (r,0) en la regién entre dos circunferencias de radios a y b ( 0 < a < b ). Ver
Fig 1b. Las condiciones de frontera son:

by, 0<O<m 0, 0<bl<m
P (b,0) = ; P (a,0) =
0, w<6<2r O, 7<0<27

SOLUCION:

La solucion general es de la forma:

@@@:[@+&mGﬂwm0)
+

r

ni; {An (_)n sen (nf + d,,) + B, (g)n sen (nd + 7,,)

a

A, By, 0n, 7ny C'y D son constantes indepentientes de r y 6.

Puesto que la solucién es invariante bajo el cambio § — 7 — 6, la funcién sen (nf + «,) debe
permanecer, tambien, invariante bajo tal cambio ( ay,, = 0, 0/y Y ):

sen (n [1 — 0] + ay,) = sen (nw — [n6 — o)) = (=1)" ' sen (nf — ay,)

31



Por lo tanto para satisfacer la simetria mencionada arriba, basta escoger A, = B, = 0,Vn =
2,4,6,...y0, =7, =0,Vn=1,3,5,.... Asi mismo, C' =0y D = 1. La solucion se reduce a:

r\ 2n+1 a\ 2n+1
A2n+1 < ) + B2n+1 (;) 1 Ssen ([271 + 1] 9)

a

(I)(’f’,@) :AO—FB()III(Z) +Z
a n=0

Para un valor dado de r (@ < r < b ), se obtiene a partir de la expresién anterior los

siguientes resultados®:

2
Ag + In (f) By = / a6 ® (r,0)
a 0o 27
2n+1 2n+1 20 46
(f) Ay + (E) Bony1 = / — @ (r,0)sen ([2n + 1] 0) (3.14)
a r 0o
n=0,1,2 ...

Usando la primera de las expresiones (3.14) para r = a™ y r = b~, obtendremos

o g 1
— 9 (a,0) = - @
o= | gt =5
2 g 1 b
Ao +1n (A) By :/0 SO0 =50, A=
1 -,
D=5 Bo=—pp

Usando la segunda de las expresiones (3.14) para r = a™ y r = b~, obtendremos

2 J@ 2(131
— N /0 = @ (a,6)sen ([2n +1]6) = - T
o 2 J@ 20
AP gy 4 AT, L = /0 — O (b,0)sen ([2n +1]6) = o +01)7T
29,/ [(2n+ 1) 7] 1
20/ [(2n + 1) 7] A7 2 Dy + AP
A2n+1 = A—2n—1 _ A2n+1 = (277, + 1) T A2ntl _ A—2n-1

4 Aqui usamos las identidades:
2w 27
/ df sen ([2n +1]0) =0, / df sen ([2n + 1] 0) sen ([2n” + 1] 0) = Ty,
0 0

2
2n+1

2
2n+1

/ﬁdﬂsen([2n+1]0): , /Qﬂdﬁsen([Qn—&—lw):—
0 T

conn,n’ =0,1,2,...
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1 —28,/[(2n+1)7]

AL 280/ [(2n + 1) 7] 9 By + A2 1D,
B2n+1 - - -

A—2n—1 _ A2n+1 o (2n+ 1)7r A2n+l _ A—2n—1

La solucién es:

1 1 In(r/a
@(r,@):§¢1+§ (D9 — Py) 1]([1//\)"‘

2 i (Do + A271Dy) (r/a)*" T — (Bg 4+ A1) (a/r)*™ " sen ([2n + 1]6)
T A2n+l _ A—2n—1 m + 1

(3.15)

n=0

A=l

a
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Tarea 4

Polinomios de Legendre, Ecuacion de
Laplace en Tres Dimensiones y Funcién
de Green

UNIVERSIDAD CENTRAL DE VENEZUELA 12 / 08 / 2003
FACULTAD DE CIENCIAS Prof. Félix Marin
ESCUELA DE FISICA Métodos Matematicos de la Fisica 11

http://fisica.ciens.ucv.ve/felix/
TAREA'N® 4

SOLUCION

Resuelva SOLO tres ( 3 ) de los siguientes problemas. Cada uno de ellos contribuye 20/3 a la
calificacién de esta tarea.

En los dos primeros problemas, P, (x) es el polinomio de Legendre de orden ¢ con ¢ =
0,1,2,....

1. Evalue la integral
1
/ dz Py (x)
0

como una expresion que involucra factoriales. Por ejm. .., el resultado no contiene explicita-
mente funciones Gamma?.

SOLUCION:

'FECHA DE ENTREGA: miercoles 20 de agosto de 2003 ( Antes de o en el

examen final ).
No se aceptaran tareas realizadas en computador.
2Note que

n __ = F(n+1) Lin—{
(a+D) _gf!F(n—E—&—l)ab , a,b,n € C
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La Funcion Generatriz de los polinomios de Legendre viene dada por
1 [o¢]

=Y h'Pe(2)
vi-2zh+hr* 3

Integrando ambos miembros sobre el intervalo [0, 1]

1 d]} 1 0 ; 00 , 1
= Py (z) = P 4.1
J VI-2eht i2 /odx;h () ;}h/()dx () (4.1)

La evaluacién solicitada se obtiene por un desarrollo en potencias de h del miembro izquierdo
el cual se compara, término a término, con el miembro derecho

da VI=2h+ 12 |7 VI=2h+h — I+
V1 —2zh + h? —h — —h
l—h— VI+hZ  VI+h —1+h

—h B h

1 r@E/2) o,
- i S arsaeg

h| <1, zel[-1,1]

_ 1 - (3/2)

= El1+zmh —1+h]
_ v (3/2) o

B ;zvr (3/2—¢ )h 1

La expresién (4.1) se reduce a

> I'(3/2) 9041
Linraz-ph !

ihffld Py (x)
T T
=0 70 '

Potencias pares de n Potencias impares de n

/deO +Zh2f/ dz Py (z) + Zh”*l/ Az Pogyy ()

Comparando ambos miembros, se obtiene?®:
1

dzP,(z) = 6, ¢ par

1 I'(1/2) B
20+ IT(1/2-0) £=0,1,2

3 Aqui usamos la conocida propiedad de recurrencia de la funcion Gamma: I' (z + 1) = 2I" (). Ver[Abramowitz].
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Expresaremos el cuociente I' (1/2) /T (1/2 — ) en término de factoriales

o = (- (DD
3G S RENNES

= 1)é1><3>< (26—1)F(%—£>

QE

U(1/2) (=1)" 1x2x3x4x5...x(20-2)(20-1)(20) N
r/2—-6 2 (2><1)(2><2)(2><3)...(2><[6—1])(2><£)_(_) 22¢ f

Con este resultado se obtiene*

1 (—1)" 20
/deP2Z+1(x)_m<€>’ 6—0,1,2,...

Ao , si lespar

si £ es impar

/Oldeg(x)Z N ({ o )7

21 (04 1) \[¢ —1] /2

2. Evalue explicitamente la expresion

> /01 dz Py (2) Pep (2)

SOLUCION:
La Funcion Generatriz de los polinomios de Legendre viene dada por
1 o
=> " h'Py (), |n| <1, x€[-1,1]
y
=1
1 0o o ,—H
- WPy (2) P (2) = S WPy (2) Py Se.orom
1— 2zh + h? ZZ:% v (z) Per () [Z:% ¢ ¢ Z 0,0/ +¢

2"=0 =0

- Z hz Z Z Pg/ Pg// )55//75_5/

=0/¢"=0
0
= Zh Z Pgl Pg Vi ) Z 6@”,3—[’
=0 V= 0"'=0
4
|
) = m 0<n<m, m,n € N
n nl(m —n)!

(4.2)



Pero Y57 _g0pry—p = 1si £ — ¢ > 0y es nula en cualquier otro caso. Por lo tanto

1 9] l
—  =Snt Py (z)Po_yp
e L [ @R )
Integrando ambos miembros, en el intervalo [0, 1], se obtiene
s Lo 1 dz In |1 — 2zh + h2|[*
he / dz Py () Py_p _ / _
s [arewreew] = [ g =
1 2
= o [In (1 +5%) = 2In (1 — h)] (4.3)

Usando la serie de Taylor In (1 + 2) = 2%, (=1)" 21/ (€ + 1), con |z| < 1; podemos obtener
una serie en potencias de h para la expresién anterior:

% o (145%) =2 (1-h)| =
1 [ oo h2é+2

- — —1)*
_ezo( ) (+1

1 [ oo éh2€+2 00 h€+1
== ~1 2
o |2V Tt Z%HJ

1 M oo ' h2é+2 0o h2é+2 [es) h2€+l
7 S T s )
1 e ’ h2£+2 fe'e) h2€+1 0 h2£+1 o] h2€

= 141 2 =
AR ] ) = S R

=0
£ par

C+1

_ 22 (—1)" (—h)“l]

Con este resultado y la expresién (4.3) concluimos que

(-1

si £ es impar y es par

~
— 4+
—_

si £ es par

¢ 1
dx Py () Po_p () =
3 |, doPe @) Prer ()

I
+
—

o

en cualquier otro caso

3. Considere la region encerrada por el cono

7T
C:{ Y, 2492 =2zt , 0< <—}
(x,y,2) | /224y Ztan« a<sg
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Encuentre la solucién para la ecuacién de Laplace tridimensional V2® (7) = 0 en C si
O (x,y,2) =Voe V w2ty?+a? A (x,y, z) € la superficie del cono; A>0

SOLUCION:

Obviamente, el problema tiene simetria azimutal cuando es formulado en coordenadas esfé-
ricas®. Por tanto, la solucién general es independiente de la variable azimutal ( ver pie de
pégina 5 ) ¢ y de la forma ( ¢ (z,y,2) = @ (r,0) )

> By
@(r,@)zZ(Agr + Hl)Pg(cosé)
=0

Ay B, (£=0,1,2,...) son constantes independientes de r y 0. P, (cos#) es el polinomio
de Legendre de orden ¢. £ =0,1,2,....

Al imponer la condicién de frontera en la superficie del cono, se obtiene

By
Ve ™A = ;(Ag’f’ + EH)Pg(cosa)
0

Usemos el desarrollo en serie de Taylor ( e = Y222, 2¢/¢!, 2 € C ) de la funcién exponencial

VZ 7’//\ ;(:)(A +%)Pg(cosa)

Comparando, en ambos miembros, los coeficientes de las potencias de r, se obtiene

1)
Vo ()\e g)l = APy (cosa) , B/P;(cosa) =0; Ve =0,1,2,...

La solucién no trivial y que satisface ambas ecuaciones requiere que B, =0, V¢ =0,1,2, ...,
y se reduce a

> (=1)" /r\* P, (cosh
B0 =Vo3 % (X) % (4.5)
4. Considere la region ( encerrada por una semiesfera )
S:{(as,y,z)|:ﬁ2+y2—|—z2<a2, z>0}; a>0
Encuentre la solucién para la ecuacién de Laplace tridimensional V2® (7) = 0 en S si
¢ (z,y,0) =V, y O (z,y,2) =0 si 2°+y*+ 2% =d?
SOLUCION:
5x=rsen(f)cos(p), y=rsen(f)sen(d), z=rcos(f); r>0, 0<6<m, 0<¢<2r
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Obviamente, el problema tiene simetria azimutal cuando es formulado en coordenadas es-
féricas. Por tanto, la solucién general es independiente de la variable azimutal ( ver pie de
pégina 5 ) ¢. En este caso particular, la variable 6 se encuentra en el intervalo [0, 7/2].

La forma de la solucién general ( @ (z,y,2) = @ (r,0) ) es:

> B
P (r,0)=> <Ag ré + M—Jfl> Py (cos )
=0

Ayy By (£=0,1,2,...) son constantes independientes de r y 6. P, (cosf) es el polinomio
de Legendre de orden ¢. ¢ =0,1,2,....

Para garantizar que la solucién sea finita cuando r — 0T, es necesario imponer la condi-
cién B, =0,V/ =0,1,2,.... La solucién se reduce a

®(r,0) => APy (cos )
=0
Al imponer la condicién de frontera en la base inferior de la semiesfera (6 = 7/2 ) se obtiene®

™
, =

VOZCI)(T 5

) = ZA[TKPg (0) = Ao + ZAg’f’ng (0)
/=0 =2

{par

Esta puede satisfacerse con la escogencia
Ao =Vy, A, =0 V/par

La solucién se reduce a

D (r,0) =Vo+ > Agpi1 77 Popyq (cosb)
=0

Al imponer la condicién de frontera en la semiesfera ( 7 = a ) se obtiene
0==(a,0) = Vo+ > Asrr1a® ' Poyyq (cosb)
=0

Multiplicando ambos miembros por Pg, 1 (cosf)sen ( £ = 0,1,2,... ) e integrando en el
intervalo [0, 7/2]

/2
Vo df sen (6) Posyq (cos6)
0

+

o0 , /2
> Asria a*t +1/ df sen (0) Pyyyy (cos8) Popyq (cos ) =0
=0 0

5Py (x), con z € [—1,1], es par ( impar ) si £ es par ( impar ). Por tanto, P, (0) = 0 si £ es impar. Note
que Pg (z) =1, Vo € [-1,1].
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Evaluando las integrales de la expresion anterior

w/2

df sen (0) Posyq (cosf) = / dz Popyq (z / dz Poyyq ()
0

/2

df sen (0) Posyq (cos @) Popyq (cos @)
0

0 1
— [ dw P (2) Pavs (2) = | daPagsa (&) Pav (2)

It I 2020412011
= [ daP Py == : =
2/_1 a1 (0) P () = 5 5 T T 1043

O

se obtiene

1 40+3

1
Vo/o dz Posyr () + Ao a? m

y la solucion se reduce a

b (r,0) = Vi {1 S 4l +3) [ /0 "4 Posas (x)} (2)2“1 Poris (cos9>}

£=0

o usando el resultado (4.2)

00) =V | 1= 3 (1) I (V) (5) P (cos0)

=0 a

1
=0 = Ayp=-"Vo—5—~ T /Od$P2e+1($)

(4.6)

(4.7)

Considere una particula de masa m atada a un resorte de constante de Hooke mw? ((wg > 0)
la cual solo se mueve a lo largo del eje « ( Oscilador Arménico Simple ). Use el método de la
Funcion de Green para evaluar el desplazamiento x (¢) (¢ > 0 ), en funcién del tiempo, si se
aplica una fuerza impulsora F (t) = mwovg sen (wot). Las condiciones iniciales son z (0) = 0

y 2 (0) = vp.
SOLUCION:

La ecuacion de movimiento para tal particula viene dada por la componente x de la sequnda

ley de Newton ( mi (t) = —mwiz (t) + F (t) ) la cual puede ser escrita en la forma

B 4wl ()= ~F@):  2(0)=0, &(0)=uv

m
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En términos de la funcidn de Green G (t,t'), la solucién puede expresarse como

o / G(0,t)=0
z(t) =x, (t) +/0 dt’ G (¢, ") [FTLL)] , 9G (1,1 (4.9)
oLty
o |

x, (t) es una solucion particular, que satisface las condiciones iniciales, de la ecuacidn homo-
genea” I (t) +wiz (t) =0

z, () = f%—sen(umt)

La presencia de x, (t) en (4.9) garantiza que las condiciones que satisface la funcién de
Green G (t,t') seran las mas simples posibles.

Puesto que (4.9) debe satisfacer la Ec. (4.8), debe cumplirse que
1 R 0 2 / N o 1
EA &l%ﬁ+%(ﬂm)FW_—F®

con las condiciones iniciales

GOy —o, ~2GEOI
ot t=0
Por tanto
0?G (t,t' , ,
%erg(}(t,t):é(t—t) (4.10)
Gory—o, ~2GEOI (4.11)
o,

Integrando, sobre la variable ¢, ambos miembros de la ecuacién de movimiento (4.10) de la
funcién de Green en el intervalo [t' — €,t’ + €] y tomando, a continuacién, el limite e — 0%
se obtiene

1

e oGt N . [t )
Eli%%r . dt [T + WOG (t,t )_ = Eli}%i . dt (5 (t —1 )
t.t t,t
Hm[QEL;l _ oG (1) —
0" ot t=t'+€ ot t=t/—el

En consecuencia, (4.10) y (4.11) equivalen a

PG () , , oG (t,t) oG (t,t)
_ : bl SR Sl v A =1 (412
atQ + WOG (t7t ) O 9 t # t ) at iyt at e ( )
Go¢y—o, ~2GEOI (4.13)
o,

"Una ecuacién tal como (4.8) se le llama Ecuacion con Fuentes donde F (t) /m es la fuente.
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Aqui hemos usado la continuidad de la funcién de Green en t = t’. Es decir

lim G (¢,¢') = G (', 1)

t—t’

7% es una abreviatura de lim._ g+ (7 % ¢€).

La ecuacién diferencial en (4.12) nos muestra que la solucién para la funcién de Green,
cuando t # t/, es la solucién para el oscilador armoénico simple: Son combinaciones lineales
de sen (wot) y cos (wot). Como consecuencia de las condiciones iniciales (4.13), se obtiene
que® G (¢,') = 0 cuando t < t'. Cuando ¢ > t/, la combinacién lineal mencionada arriba
que se anula’ en el limite ¢ — ¢'* es de la forma Asen (wq [t — #']) donde A es una constante
independiente del tiempo. En resumen

, 0 ,osiot<t
G(t,t") =
Asen (wo [t — '), siot>t

La constante A se determina a traves del salto de la derivada de la funciéon de Green
(ver (4.12) Jent =1t"

1
Awgcos (wo [t =t])_pr —0=1 = A=—
Wo

sen (wo [t — t'])

Gt t)=0(—1)

Reemplazando en la solucién general (4.9), encontramos que

(4.14)

v =, () + [ ap Sl =0 [F ”]

wWo m

donde Z, (t) + wiz, (t) =0y (2, (0) = 2 (0), &, (0) =2 (0) ).

Insertando en la solucién general el caso particular F (t) = mwgyvg sen (wot):

4
2(t) = 2 sen (wol) + v / dt’ sen (wo [t — #]) sen (wot')
wWo 0
Vo 1 ¢ ’ '
= —sen (wot) + = vo/ dt’ {cos (wg [t — 2t']) — cos (wot) }
Wy 2 0
1 t— 2t =
= Yen (wot) + = o sen (wo D _ t' cos (wot)
wWo 2 —QCUO =0

8Por ejm. .., si X (t) = asen (wot) + B cos (wot) con X (0) =0y X (0) = 0; entonces

(asen(0)+ fBcos(0) =0, awpcos(0)—Pwosen(0) =0) = a=0=0 = |X(t)=0,Vt

9La funcién de Green es continua en t =t' y G (t',t') = 0.
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o 1 sen (wot) sen (wot)
= 5 sen (wot) + 5 Vo { Sn t cos (wot) + Sn
3 1
= en (wot) — = vot cos (wot)
wWo 2

Introduciendo la variable ¢ () = arctan (wot/3):

3’00

x(t) = Yo [sen (wot) — tan (¢ (t)) cos (wot)]

= ;)—Z(()) sec (¢ (1)) [sen (wot) cos (¢ (t)) — sen (¢ (t)) cos (wot)]

_ ;’—2 tan? & (£) + L sen (wot — o (£))
3’00 1

x (t) = — sen (wot) — = vt cos (wpt

() = 5% sen (wnt) — 5 ot cos ) -

3110 1 2 1
= Q—wO 1+ (g w0t> sen (wot — arctan (g wot))

Las posiciones, en funcién del tiempo t, de N particulas de carga ¢, vienen dadas, res-

pectivamente, por 7, (t). n = 0,1,2,..., N — 1. Encuentre expresiones para la densidad de
carga p (7, t) y la densidad de corriente J (7, ).
SOLUCION:

La densidad de carga p (7,t) debe satisfacer las condiciones:

a) p(Mt)=0si7#7,(t), Vn=0,1,2,..., N — 1, en cualquier instante de tiempo .
b)

N-1

/df’?p(ﬁt) =Y g, Wt

n=0

La integracion se extiende a todo el espacio.

Con estas condiciones es claro que

p(Fit) =D g (F— 7 (1)) (4.16)

El lector podra verificar que las condiciones mencionadas arriba se satisfacen idénticamente.
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La densidad de corriente J (7,1) se obtiene a traves de la Ecuacién de Continuidad la cual
relaciona la densidad de carga y la densidad de corriente como consecuencia de la Con-
servacion de la Carga FEléctrica. Esbozaremos brevemente la derivacién de la Ecuacién de
Continuidad.

Dado un punto 7 del espacio, dividamos a este en dos partes: 1) un volumen V' que contiene el
punto 7y encierra la carga Qv (t) y 2) el espacio exterior a V' el cual contiene la carga Q}/, (t).

La carga total Qua (t) = Qv (%) —i—Q% (t) en todo el espacio se conserva ( dQyorar () /dt =0 ).
Por tanto

dQy (1)  dQy (1) I
(‘1/15 + é/t =0, Qv(t):/VdRp(R,t)

dQ% (t) /dt es la variacién de la carga eléctrica en el espacio exterior a V' y, puesto que la

carga se conserva, representa la carga que fluye desde el interior de V. Se puede definir un
vector densidad de corriente J (7, t) tal que

dQy (t) oo -
({t :/SJ(R,t)-dS

La integracion se efectua sobre la superficie del volumen V.

S dip(Ror)] + [T(Rr) a5 =0

Usando el Teorema de la Divergencia de Gauss en la segunda integral, se obtiene

|4

ot
Dividiendo ambos miembros por V' y tomando el limite V' — 0 se obtiene!

+v-3(§,t) -0

0

, 1 3, ap (E7 t) - —
dp (1t -
pg; ) +V-J(rt) =0, ( Ecuacién de Continuidad )
Usamos esta expresion para derivar la densidad de corriente
. dp (T)t) Nl L d [ =7, (t)]
VIEY = - == X [Veaed (TR 0)] =

_ 2__:0 Gnin (£) - V508 (7F = 7 (1)

Uy, (t) = dr, (t) /dt es la velocidad de la carga n-ésima. Al proseguir la derivacién en cuestion,
usamos la identidad

V- [p @A) = Vo)A@ + 0 V- A7)

ONote que 7€ V.
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N-1

VT = 3 g g Ve [8(F = 7 (8) T (8)] = 8 (F = 7 (£) V- T (8)

— %/_/
n=0 -0

_ V.. 2__% b (7 — 7 (1)) T (2)

Podemos identificar la sumatoria, en el segundo miembro, con la densidad de corriente:

T(Ft) = qud (F— 7 (1) Ty (1) (4.17)

En realidad, la identificacion mencionada arriba permite la adicion del rotor de un campo
vectorial arbitrario. Es decir

J(Ft) — JFEH+VxAFt) puestoque V-V xA(Ft)=0
Sin embargo, el flujo que genera V x A (7, t) a traves de una superficie cerrada arbitraria

es nulo y se argumenta que no podria ser separado, por ejm... en un experimento, del
resultado (4.17).
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Parte 11

Examenes y Soluciones
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Examen Parcial 1

Repaso, Funciones de Variable Compleja
e Integracion en el Plano Complejo

UNIVERSIDAD CENTRAL DE VENEZUELA lunes 30 de junio de 2003
FACULTAD DE CIENCIAS Prof. Félix Marin
ESCUELA DE FISICA Métodos Matematicos de la Fisica 11

http://fisica.ciens.ucv.ve/felix/
1¢C Examen Parciall

SOLUCION

1. Calcule el area de la interseccion de los circulos
C():{(I',y) ‘$2+y2<1}, Cl:{(‘ruy) ‘ ($—1)2+y2<1},

( 5 puntos )

Respuesta: El area A, encerrada por los circulos Cy y C1, viene dada por la integral

A= //dxdy_//dxdy_zl//dxdy

x +u <1 (z+1/2)2 +u <1 (z+1/2) +y <1
(z— 1) +y <1 (z— 1/2) +y <1 (x— 1/2) +y <1
>0, y>0

Las circunferencias descritas por (z 41/ 2)2 + 92 = 1 se intersectan en los puntos

(0, +3 /2) tal que

1/2 v 1—(z+1/2)? 1/2 1\ 2 /2
A = 4/ dx/ dy:4/ dx\/1—<x+§) :4// 0 cos?
0 0 0 /6

/2 ™ ™
= 2/7r/6 df [1 + cos (20)] = [20 + sen (29)]W/6 =7m— g —sen (§>

1Lapso: 2 horas. Explique, en detalle, los pasos realizados



2
A= g . @ ~ 12284 (4.1)

En la integracién sobre la variable x, realizamos el cambio de variables x = senf — 1/2.
Sia, y b, (n=1,2) son nimeros reales, demuestre que la funcién
f(2) =aix+ by +c+ (aer + boy) i, z=z+1iy, ceC (4.2)
es una funcion entera si 'y solamente si los coeficientes son tales que
f(z) = (a1 —ib) 2+ ¢

( 5 puntos )

Respuesta: f (z) puede reescribirse en la forma
f(z) =tz +iy) =ulz,y) +iv(zy)

u(z,y) = az + by + Re, v(z,y) ,= Sc+ asx + byy
Puesto que f es entera, se satisfacen las condiciones de Cauchy-Riemann en todo el plano
complejo

ou (z,y) _ ov (z,y) ou(z,y)  Ov(zy) .

Ox oy oy oxr '

Vr,y € R
Ello significa que

ap=by, bj=-a = v(z,y)=S[c—bx+ay
En consecuencia

f(z2) = ax+by+Re+i[Se—bx+ ary] =ar (v +iy) —iby (x + iy) + (Re + iSe)

= (ay —iby) (a:—l—zy) +c

Hemos demostrado que si f es entera y de la forma expresada
en (4.2), ella es de la forma:

f(2) = (a1 —ib) 2+ ¢

Asi mismo, si f (2) es de la forma
f(2) = (a1 —ib) z+c=ax + by +RNe+i(ay — b + Sc) a;,bp € R
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se satisfacen las condiciones de Cauchy-Riemann Vz,y € R

0 (mx + by + Re) 0 (a1y — biz + Se)
—_= = a’l
ox dy
0 (a1 + byy + Re) 0 (a1y — byz + Se)
dy ox

Hemos demostrado que si f (z) es de la forma f (2) = (a1 — iby) 2+,
con a; y by € R, entonces:

f es entera
3. Evalue la siguiente integral:
00 xa—l
A 0<a<l
0 1+2
( 10 puntos )
Respuesta: Considere la integral ( ver Figura 1.1 )
YA
Cr
L
u
C_

Figura 1.1: Camino de integracién C' = CrUC.UC, U C_ ( en sentido contrario al de las agujas
del reloj ) de la integral (4.3). El camino Cg es la union de arcos de radio R > 1. El camino C, es
una semicircunferencia de radio € < 1. C1 son paralelos al eje z. x indica el tinico polo simple del
integrando de (4.3).
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a—1 k/2 .
/dzz ;. con zk:(xz—i-yz)/ k() 0<O(x,y)<2r, keR, z+#0
c 14z
(4.3)
donde z = x + iy. El integrando tiene un polo simple en z = —1. En la evaluacién de z%~!

se debe tomar —1 = €™ de acuerdo a la rama particular elegida para z* en (4.3). Por tanto,
usando el Teorema de los Residuos

/dz

A lo largo del camino Cg ( z = Re ) se obtiene

= 2mi @D — _9pjgim@ (4.4)

a—1 a

Re?ide < or V]

d _
- + 1+ Re? |~

Cr 1+2

lim

e—0

0~ Ro—1 gila—1)0
J

d@ _—
’1+Re“’

Puesto que a < 1, se obtiene limpg_ .o, 27 R*/ (R — 1) = 27 limpz_ o, R*~' = 0y en consecuencia

a—1

—0 (4.5)

lim lim dz
R—oo e—0 Jop 142

A lo largo del camino C, ( z = ee® ) se obtiene

Za—l /71'/2 0 40 Ca_l ei(a—l)@ - /37|-/2 - €l
z = eeidl) ——— T
142 3m/2 1+ee? |~ 1+ee“’ T 1—ce
Puesto que a > 0, se obtiene lim, qmwe®/ (1 —€) = wlim._o€* = 0 y en consecuencia
7 (4.6)
lim [ dz =0 )
0 Jc, 1+ 2
Por tanto
sobre Cy: 2z ei0h sobre C_: z—xei(2m)”
] sa—1 00 o1 0 o1 ei(a—l)Qﬂ'
“9mie™ — lfm lim dz _ / dz + / dr &~
R—ooe—0Jo (Joo 1+ 2 0 14+ 1+
. 00 o1 .
— 1— ez27ra / dr — gima —iTa z7m / d]}
( ) 0 1+ (
) o) a—1
= "™ [—2isen (ma)] / dz
0 1+
0o ~1
/ dz 2 = 7 cosec (ma) , 0<a<l1 (4.7)
0 1+z
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Examen Parcial 1

Rezagados: Integracion en el Plano
Complejo y Conducta Asintética

UNIVERSIDAD CENTRAL DE VENEZUELA lunes 18 de agosto de 2003
FACULTAD DE CIENCIAS Prof. Félix Marin
ESCUELA DE FISICA Métodos Matematicos de la Fisica II

http://fisica.ciens.ucv.ve/felix/
1¢” Examen Parcial ( Rezagados )!

SOLUCION

1. Evalue la integral

© dz
p / -
o z*—1
usando solo la definicién de Parte Principal ( No use integracién en el plano complejo ).

Respuesta: Por definicion

p /00 dz i /1—6 dz n /00 dzx
= lim S
o xt—1 =ot\Jo a24—-1 14e 22 — 1

Realizando, en la segunda integral, el cambio de variables x — 1/z se obtiene:

© dx ) l—e  dx 0 —dx /2?
P/ = lim / +/ 1
o at—1 e—0t \Jo =1 Jiyate (1/2)" -1

2

" 1—e dx 1/(1+e€) 4 T
= i ([ [ de
2

i /1— dx N /1—6 q x? N /1/(1+e) 4y "
a EE(% 0 4 —1 0 xl—x‘l 1—e xl—x‘l

'Lapso: 2 horas ( 3 p.m. a 5 p.m. ). Explique, en detalle, todos los pasos reali-
zados. Cada problema vale 20/3.




Cuando 0 < € < 1, se obtiene

1/(+e) 72 (1+¢)7? 1 €2
e [ 0 AR
1—c l—at " 1—(14e¢ " [1+e ( )] = >(1—|—€)4—1
En consecuencia
2 1/(14€) 2
I [(1+€6 ————|=0 = 1lm dor—— =0
ot G+ -1 My e iTa

lo cual conduce a

o dx l—e 1 — 22 L dx
o zt—1 ei%lo xx4—1 o x2+1

En la ultima integral realizaremos, entonces, el cambio de variables x = tanf y usamos la
identidad sec? § = tan? 6 + 1:

P/OO dx :_/W/‘l secj@d& :—/W/4d9:—
o z4—-1 o tan‘f0+1 0 4

|3

o dz s
P/ - T 4.1
o zt—1 4 (4.1)
Considere la integral
00 x%Inx
P/O dr =, acR (4.2)

a) Determine las condiciones que debe satisfacer el parametro a para que la integral con-
verga.

Respuesta: Cuando x — 07, la integral se comporta en la forma

1
16 (a+1)

(m““ lnx—x“) 1-zhe . a# —1

1
N——/dxajalnxw = %,
16 16 (a4 1)

Puesto que lim, o+ zlnxz = 0, es suficiente exigir que el lim,_,o+ x® sea finito. Esto
solo es posible si a > 0. Note que en el caso particular a = —1, la integral diverge
como — In? () /32 cuando = — 0*.

Cuando x — o0, la integral se comporta en la forma
" Blng -2t ,zlhr—1 23k

a—4 o _ ~
/dxm Inx = p— =z p— T3 a#3

El dltimo resultado se debe a que lim, .., xInz = co. Puesto que lim, .., Inxz = oo, se
debe cumplir que lim, .. 2% 2 = 0 y ello solo es posible si a < 3. Ademas

Inx 1/z 1 1
lim 2 3Inz = lim = lim / = lim
=00 T—00 p3—a T—00 (3 — a,) r2-a 3 —q v gi-a

=0

a<3

o4



Note que en el caso particular a = 3, la integral diverge como In? () /2 cuando x — 0.

En conclusion, la integral (4.2) converge si 0 < a < 3:

0 z%lnx
P/ < 43
; dxx4—16’ 0<a<3 (4.3)

b) Evalue la integral mediante una integracion en el plano complejo.

YA

Cr:z=Re"

IS 4

Figura 1.1: Camino de integracion C' = CrUC.UC,. UC_ ( en sentido contrario al de las agujas
del reloj ) de la integral (4.4). El camino Cg es la union de arcos de radio R > 2. El camino C.
es una semicircunferencia de radio € < 2. C'y son paralelos al eje z. Los simbolos X ilustran la
posicién los polos simples de 2%1n z/ (z* — 16).

Respuesta: Consideremos la integral

1
/dzz P ca<s (4.4)
16’
donde C' es el camino de integracion en la Figura 1.1 y
22102 z = |2|* @Y [In |2| + i6 (2, y)] ; z=x+iy#0, —-7w<0(zr,y)<m

El integrando en (4.4) posee 3 polos simples, encerrados por el contorno C, los cuales
son ceros del denominador z* — 16:

Z>:2€i0:2, ZTZQin/2:2i, Zl:2e_i7r/2:_2i
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Usando el Teorema de los Residuos, obtendremos?®:

dz 2%In®z
c 2mi z* — 16

(z —25)2%1In® 2

(z—2) 2% In* 2 (z—2)2%In* 2

= Ii it it
O B TR s Y S B T

_ 29In%2 LY /2 (In2 +ir/2)°  2%e ™2 (In2 — i /2)?

C 4x 23 4 x (20)° 4 x (—2i)°

2% ¢im/2 (In 2 + sz]

=20"51n22 + 2%
l 4 x (2i)°

2
=27In*2 4 2°7'R [2 e’/ <ln2 2— % +irln 2)1

2
a—>5 a—4 ﬂ _ ﬂ
=2""%n?2 42 l<4 — In? 2>sen<2> 7rln(2)cos<2>]
al 1 2
d—'z‘ﬂ:T% e 7T——ln22 sen <7T—a>—7rln(2)cos <7r_a>
2 4 2 2

c 2mi 24 — 16

Estudiemos la integracién a lo largo de Cgr

- o, - Re (In R+ if)°
0 -
/(_W)+Re 0

2%1n? 2

lim dz
e—0t JCg 24— 16

a+1 a— 3
/ d@R (In R+ |6])° 2/ d@R (In R+ 7)?

<
R*— 16 1—-16/R4
o R (In R+ )°
1—-16/R*
Puesto que
R*3(InR+n)?
lim 27 =0,
oo 1—16/R*
se concluye
a] 2
lim lim [ dzo—" =0

R—o00 e—0t JCR 24— 16

Un anadlisis similar puede realizarse con la integracion a lo largo de C.

2%1n? 2 -T2 e* el (Ine + 1)
d - / 4 .
Ce A 16 /2 cet etet® — 16
. /w/z & (el + 16])? o [P gp € (el + 7/2)?
—r/2 16 — ¢t 0 16 — ¢t
3 10 (z — 20) 2%In® 2 B 28 1n? 2o
L T
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et (|Ine| 4 m/2)?
16 — ¢t

Puesto que

a+1 2
lim 7r6 (lne| +7/2)

0+ 16 — ¢
a>0

:()7

se concluye

a 2
fm [ de 2 E

e—0t JC. 24— 16

Con estos resultados, podemos afirmar que

m 1 dz z%In?z
Ao 0t Jo 271 24 — 16
a lo largo de ¢,
1 o (=) [In (—z) + in]?
210 J—o (224 4) (x —2) (x 4+ 10+ + 2)
+

a lo largo de c_

—2)" [In (~) — ir]*

x2+4 x—2)(x—10t +2)

>1|'— M‘H
\

) (
/ —)" [In (—z) — i
x2+4(a: 2)(x +2—10%)

2% (Inx — in)®

:_;%/o dx(az2+4)(—9€—2)(_5’7+2_i0+)

1 2% (Inx — in)®

_“/ de x2+4)(x+2)(x—2+i0+)

>]

2% (Inx — im)?

RS 2% (Inz — im)? .

R {/d :172+4)(:E—|—2)(:U—2) (22 +4) (z + 2)
1 “(Inx — m) _20(In2 —im)?
I {/d 216 32

i i dz z%In®z o0 r%Inx
A c%z4—16_2p/ AEPORT;

57
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Comparando este resultado con (4.5), se obtiene

o0 x%Inx
P/ d
o Tt _16
2075 7r_2+ W—2—1n22 sen(ﬁ—a)—wln@)cos(ﬁ—a) 0<a<3
2 4 2 2/ -
g 2n
3. Obtenga la forma asintética de cuando n — oco. n € N.
n
Respuesta: Usando la Formula de Stirling
Nla NVe ™ MVorN NeN, N>1
se obtiene
2n\ _ (2n)!  (2n)! (2n)™" €72 \/ 27 (2n) 2P e x 24/
n)  nl(2n—n)l  (n!)’ - (nn e/ 21n )2 B n?"e=2n (2mn)
2n 22n
~ 1 4.7
(n) SN (w7)
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Examen Parcial 2

Expansiones Asintoticas y Ecuacion de
Laplace

UNIVERSIDAD CENTRAL DE VENEZUELA lunes 11 de agosto de 2004
FACULTAD DE CIENCIAS Prof. Félix Marin
ESCUELA DE FISICA Métodos Matematicos de la Fisica II

http://fisica.ciens.ucv.ve/felix/
22 Examen Parcial®

SOLUCION

Encuentre una expresion asintética para la integral

—:c/)\
/dx x2+a2; Ma€R, A>0, a0

en el caso limite |a| < A. La expresién asintética debe constar, al menos, de cuatro ( 4 )
términos. ( 6 puntos )

Respuesta: Ver problema 1 de la Tarea 3 en pag. 23.

Encuentre la solucién de la ecuacién de Laplace V2® (z,y, 2) = 0 en la region

R = {a:y, ) | Va2 +y? <a, |y|<m}, a>0

® (z,y, z) satisface las condiciones de frontera

O (z,y,2)=Vy si y=tux; ®(r,y,2) =0 si 224+y? =a

La expresion final de la solucién debe ser expresada en forma cerrada ( no en términos de
una serie ) en funcién de las coordenadas cartesianas z, y y 2. ( 8 puntos )

1Fecha de Entrega: lunes 18 de agosto de 2003. Explique, en detalle, los pasos realizados.
No se aceptaran examenes realizados en computador.



Respuesta: En vista del planteamiento del problema, la solucién es independiente de la va-
riable z y se reduce a un problema bidimensional en el plano zy el cual plantearemos en
coordenadas polares en tal plano ( ® (x,y,z) = ® (r,6) ). Ver Figura 2.1.

r=rcosf, y=rsend, r>0, ——-—<60<

s
4

NS

La solucion general es de la forma

YA

Figura 2.1: En el interior de esta regién ( segun el planteamiento de arriba ), resolvemos la ecuacion
de Laplace bidimensional VZ® (r,0) = 0.

O(r,0) = [Ao—irBoln (2)] (C6 + D)

n
2 {A" sen (nf) + ¢n) (£>n + B, sen (nf + 6,) (%)”]

A, v B, son constantes independientes de r y 6, Vn = 0,1,2,.... Asi mismo, ¢, y J, son
constantes independientes de r y 6, Vn = 1,2,3... y C' y D son constantes independientes
deryé,

Para que la solucion sea finita en el limite r — 0%, escogeremos B,, =0, Vn =0,1,2,.... La

solucién se reduce, con Ag =1, a
®(r,0) =C0+D+ > A, (2) sen (nf + ¢,)
n=1

Para lograr que la solucién sea invariante bajo el cambio § — —0 ( una simetria evidente de
este problema ) escogemos ¢, = —7w/2,Vn =1,2,...y C = 0. La solucién se reduce a

(r,6) = D — glAn (£>ncos (nf)
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Al imponer la condicién de frontera en los segmentos donde y = +z ( ver Figura 2.1 ) se

obtiene

© r\" T
- p_Sa (L _
A e

00 r 2n [ee) r 2n+1

= D— ;Agn <a) cOS (n g) — HZ:OA%H (5) cos <[2n + 1] %)
o0 _/_: L an+2 =

= D— Z Aun <f) cos ( Z Ao ( > cos <[2n + 1] g)
n=1 a

0 2n+1
Z Aopin (C> cos <[2n + 1] E)
n=0 a 4
Esta expresion puede ser satisfecha idénticamente con
D:‘/O, A4n+4:A2n+1:07 Vn:0,1,2,...

Por tanto, la solucién se reduce a
00 r 4An+2
O(r,0) = Vo~ Aumis (_) cos ([4n + 2] 0)
n=0 a
Imponiendo la condicién de frontera en el arco con ( r = a ) ( ver Figura 2.1 )

0="Vo— > Aspiacos([dn +2]0)

n=0

Multiplicando ambos miembros por cos ([4n + 2] 0) e integrando sobre el intervalo
[—m/4, /4]

w/4 /4
OZVO/ df cos ([4n + 2] 0) Z A4n+2/ df cos ([4n + 2] 0) cos ([4n’ + 2] 0)

—7/4
m/4 sen ([4n + 2]6) [ _sen(nm+m7/2)  (-1)"
4 210) =2
/_W/4d«9(:os([n+ 16) dn + 2 0 2n+1 C2n+1
w/4
/ ) df cos ([4n + 2] 0) cos ([4n’ + 2] 9)
—n/4
w/4
/ df {cos ([4n + 4n’ + 4] 0) + cos ([4n — 4n'] )}
0
w/4 w/4 T
205 df cos® ([4n + 2] 6) = dp df {1+ cos([8n+4]0)} = 1 O
0 0
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Con la evaluacién de estas integrales se obtiene

(—1)" 7 Wy (-1)"
on+1 Py T on+ 1

0="Vo

Con este resultado se obtiene la solucién como una serie la cual sumaremos para expresar el
resultado en forma cerrada

O (r,0) = vo—7 >4n+2cos([4n+2]9)

Q|

An—+2
7“) oildn+2)0

Pero i /4 dn+2 inmw imw/2 n . n . i /4
(e ) =M™ = (=1)"1 - (—1)" =—i (e )
}4n+2

4\/0 N 0 [rei(€+7r/4)/a

_ Vo o
2: 2n+1 =V

r
™ a

®(r,0) =

donde

o e W go<o>=o)

—22n+1
/(2) = 2z 2z oz n z
4 1—20 (1-22)(1+22) 1-22 122

Integrando, con la condicién de frontera ¢ (0) = 0, esta ecuacién diferencial

@(Z)Z—%ln(l—f)—l—%ln(1+z2):—%ln<ili>

1 1- 72 1 1 - 22 [1+ 2]
Sp(2) = —=9l — -3l
Se(2) 2Jn<1+ZJ ?Jn( 1+ 22

1 14+ 2272 |z 1 1— 2" —2i S [22
~ —-gm(— A0 Ly (1A 2517
2 11+ 22| 2 11+ 22|

1 —25(27\ 1 25 (22
= — 5 arctan <1—7\Z|4> = 5 arctan (1 ~ |Z|4>
4XY
- [X2+Y2]2>

1 <
= — arctan
2 1

con
2 _
Z=X+iv, x-VEoow o, V2ot
2 a 2 a
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Asi mismo

2 _ 2 2 .2
axy =25 xrqyr oY

a a
La solucion es

2 22 2 _ 2

® (r,0) = ¢1— — arctan @ v y]2 Vo (4.1)

VI

con
x=rcosl, y=rsend; O<r<a, |9|<%

Si se sabe que V2@ (7) = 0 cuando a <7 <by ® (b,0) — ® (a,0) = V. 7= (r,0). x = rcos®.
y=rsenf.r>0.0<60 <2 ®(b,0)y ®(a,d) son independientes de 6:

a) Calcule E(7) = —V® (7) en la regién acotada por las circunferencias mencionadas

arriba.

Respuesta: La solucién general para @ (r,0) es de la forma

{A0+301n< )} (C+ D)

N
i:j [A sen (nf + én) <£>n + B, sen (nf + 6, (g)n]

A, v B, son constantes independientes de r y 6, Vn = 0,1,2,.... Asi mismo, ¢, y I,
son constantes independientes de r y 6, Vn = 1,2,3... y C'y D son constantes inde-
pendientes de r y 6.

Puesto que la solucién debe ser independiente de 6, nosotros escogemos
C=0, D=1; A,=B,=0 VYn=1,2,3,...

La solucién se reduce a

)
@(T)E@(T,Q):AQ+BQIH<£> = {@(b)A0+Boln<b>

y por lo tanto
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En consecuencia

Voo v
F T (a2 (1.2)

T In(fa)r

b) Verifique explicitamente que la solucién satisface la ecuacién de Laplace Bidimensional
y que ( a lo largo de cualquier camino entre las circunferencias )

V=—[E(-dr, (i Verificar explicitamente ! )
a<r<b
( 6 puntos )
Respuesta: Demostremos que la solucion satisface la ecuacién de Laplace. Para ello,
usaremos la identidad

—

V- (pA) = (V) A+ V- A

V20 (r)

a<r<b

VO (r)=0, a<r<b (4.3)

Realizemos la integracién, mencionada arriba a lo largo de un camino arbitrario:

- E 'd_‘: 7/ —_’-d_»:4 / _d =
a</’“<b (F) ' In (b/a’) a<r<b T2 : " In (b/a) a<r<b 212 (T F)
‘/ 1 L/ 1
e (e
In (b/a) /a<r<b 2r? (T ) In(b/a) Ja<r<v 212 rer

Voopbdr v
= In(b/a) / T (o) (mb-Ing)

3El gradiente de una funcién f (r) que solo depende de 7 adquiere la forma:

_ ),

Vi (r) I 7,

En efecto,

of(r) _df(r) Or _df(r) 10 (r?) _df(r) 19 (2% +9?) _ df (r) =

dx  dr 0z  dr 2r dx  dr 2r ox dr r
Similarmente, se demuestra que 0f (r) /0y = [df (r) /dr] (y/r) lo cual completa la demostracién.
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Examen Parcial 3

FExamen Final: Ecuacion de Laplace en
Tres Dimensiones y Delta de Dirac

UNIVERSIDAD CENTRAL DE VENEZUELA miercoles 20 de agosto de 2003
FACULTAD DE CIENCIAS Prof. Félix Marin
ESCUELA DE FiISICA Métodos Matematicos de la Fisica 11

http://fisica.ciens.ucv.ve/felix/
32 Examen Parcial’

Examen Final ( SOLUCION )

1. Resuelva la ecuacién de Laplace V2® (7) = 0 en el interior de la semiesfera
S:{(as,y,z)|:ﬁ2+y2—|—22<a2, z>0}, a>0
® () satisface las condiciones de frontera

(I)(T_‘>|z:():07 ¢(F)|r:a:q)07

Respuesta: Obviamente, el problema planteado posee simetria azimutal: La solucion es in-
dependiente? de ¢ o, en otras palabras, la solucién permanece invariante bajo una rotacién
arbitraria del sistema de coordenadas alrededor del eje z. Por lo tanto ( ® (r,0) = & (7) ), la
solucién general es de la forma

B (r,0) = g) [Ag (gy 4 B, (%)ﬂ P, (cos 6)

Ay y By son constantes independientes de r y 0, V¢ = 0,1,2,.... Py (&) es el polinomio de
Legendre de orden £ con £ =0,1,2,...y & € [-1,1].

Puesto que la solucién debe permanecer finita® cuando r — 07, escogeremos By = 0, ¥/ =
0,1,2,.... La solucién se reduce a

O (r,0) = g%)Ag (£>£ Py (cos )

!De 2:00 p.m. a 4:30 p.m.. Cada problema vale 20/3 puntos.
2x =rsenfcosg, y=rsenfsengy z=rcosf@ conr>0,0<0<7y0<¢<2r( Coordenadas Esféricas ).
3Las condiciones de frontera son finitas.



V20 () = 0
Plano zy
———

|

P (F)|z:0 =0

Figura 3.1: Ilustracion de la region S

Al imponer la condicién de frontera cuando z — 0%, 0 < r < a, se obtiene?

00 (:3) - £ (D) ()] - £ () v

¢ par

Esta condicién de frontera se satisface idénticamente si se escoge A, = 0, V¢ par. Por tanto

r

o0 2041
0] (’f’, 6) = Z A24+1 < > P24+1 (COS 9)
=0

a
Al imponer la condicién de frontera cuando r — a=, 0 < § < 7/2, se obtiene
CI)O =0 (CL, 6) = ZA2[+1P2€+1 (COS 9)
(=0

Multiplicando ambos miembros por el factor sen (#) Posy (cosf) e integrando en el interva-
lo [0,7/2), obtendremos

w/2 o0 w/2
D, do sen (0) Poriq (cos) = Y~ Agpyy / df sen (6) Pogyq (cos @) Py (cosB)
0 e 0

Evaluando las integrales®
w/2

0 1
46 sen (6) P+ (cos0) = — [ d§Pori1 (§) = [ d§Pos (§)

0

4P, (€) es una funcién par ( impar ) de € si £ es un ntimero par ( impar ). Por lo tanto, P, (0) = 0 si £ es impar.
®Los polinomios de Legendre son ortogonales en el intervalo [—1,1]:

25@[/
20+1°

1
/ AP, (€) Py (€) = 6e=0,1,2,...
-1
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w/2
df sen (0) Poyyq (cos @) Popyq (cos @)
0

_ /10 d€ Pogi1 (§) Paryr () = /01 dé Poriq (€) Pop gy (€)

1 1 2090112041 deer
= [ dep Pos = - : -
2[45 2641 (&) Pavs1 (€) 22(120+1)+1 40+3

Con estos resultados se obtiene

1
Aoy =@ (10+3) [ dePun (), £=0,1.2,...
Finalmente
00 1 r 20+1
éwﬂpﬂmgxﬂ+@£4dg@H@ﬂQJ Pypir (cos)
=0
ogrga,ogegg
2. Resuelva la ecuacién diferencial
y(r)=-6(r), =xeR

y (x) satisface la condicién

y(z)=0 siz>0

(4.1)

Respuesta: Integrando ambos miembros de la ecuacién diferencial en (—oo, z], obtendremos

y(@) —y(—o0) = — [ s (©)

Pero
x 0, six <0 z
/ dw(&){ | — [ as©-ewm
o 1, siz>0 e
Por tanto
y(z) =y(—o0) - O (x)
Pero

Luego
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3.

Evalue la integral

/ dz cos® (mz) § (m4 - 1)
0
Respuesta: Realizando el cambio de variables
z=(1+2)" = z=a"—1

se obtiene

[e.e]

/OOO dz cos® (1x)§ (x4 — 1) = /—1 i (1+2)"**dz cos® (7r 1+ 2]1/4) d(2)

1
= — COS3 m
2z=0 4

(1+ z)_3/4 cos® (7r 1+ 2]1/4)

1
4

/OOO dz cos® (1x) § (934 — 1) = — i (4.3)

Otra forma de realizar la integral consiste en el uso de la identidad:

s6@) =Y st =0

i

donde la suma se realiza sobre el conjunto de raices reales {z;} de la ecuacién f (z) = 0. En
efecto

/OOO dz cos® (mx) § (a:4 - 1) = /OOO dz cos® (rx) l

=0 = cos3(mx1)

d(x+1) d(x—1)
11 ]

/0 dz cos® (mx)d (x+ 1)+ /0 dz cos® (mx) 6 (x — 1)

1

4
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Apéndice A

Evaluacién de integrales de la forma!

/Ooo dz z°71Q (z)

A.1. Sin polos en {(z,0) | = >0}

YA

Cgr, z= Re"

Y

Figura A.1: Camino de integracién C' = CrUC. U Cy UC_ ( en sentido contrario al de las agujas
del reloj ) de la integral (A.1). El camino Cg es la union de arcos de radio R > 1. El camino C, es
una semicircunferencia de radio € < 1. C'y son paralelos al eje . La funcién Q () en el integrando

de (A.1) VO t’[/ene polos en el semiejereal positivo {(z,0) | z > 0}. Los simbolos X ilustran
la posicién de algunos de los polos de Q (z).

!Esta nota resume, esencialmente, la seccién 6.24 “ Evaluation of integrals of the form fooo dz 2?7 1Q(x) 7 de la
referencia|Whittaker] Pédgs. 117-119.
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Consideremos la evaluacién de la integral

/OOO dr2*7'Q () (A.1)
donde

1. Q(z) es una funcién racional de z tal que no posee polos en el semieje positivo del eje real y

lim z°Q (z) =0, lim 2°Q (z) =0

r—0 T—00

A.1.1. Evaluacion

Considere la integral, a lo largo del camino C| en el plano complejo ( ver Figura A.1 )

1= / dzz2*7'Q(z) =2mi ) res (z“_lQ (z)) (A.2)
¢ polosCR¢
donde
2P = |2|F 0] 0<6(z,y) <2m, z2#0 (A.3)

y > res(2¢71Q (2)) es la suma de los residuos de 2%71Q (z) en los polos de esta en la regién Re
polos

la cual es aquella delimitada por el contorno de integracion C'.

Integracién a lo largo de C.

T2 . . 37/2 .
‘/ dz27'Q(2)| = / ee?idh et etla10(y (6 ew) < / doe* |Q ((—: ew)’
Ce 3m/2 w/2
Por tanto
s a—1 _
11_1)1(1) . dzz7"Q(2) =0 (A.4)
Integracién a lo largo de Cg
lim [ dz297'Q(2)| = / U Reidg R eite-19G) (Re)| < / T R|Q (Re?)|
e—0JCpg o+ —Jo
Por tanto
lim lim [ dz27'Q(2) =0 (A.5)

R—ooe—0JCg
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En consecuencia; usamos los resultados (A.2), (A.4) y (A.5) para obtener?

2mi ) Tes (ZG_IQ(Z)) = lim lim l .. dz 2" 'Q(2) + /C_ dz z“_lQ(z)]

polosCR¢ R—>OOoo =0
= / drz*71Q (x + i0+)
0
a lo largo de ¢, (A.6)

_|._
/0 o 201 @ile- D27y (x _ i0+)

a lo largo de c_

En este caso particular ( ver pie de pagina 2 ) se satisface Q (z +:0%) = Q (z), Va > 0. Por tanto

21 Y res (z“_lQ (z)) = (1 - e2m") /OOO dr z*7'Q ()

polos
— ewai (e—wai o ewai) /OO dr .Ta_lQ (ZL’)
0
= ™ [~2isen (7a)] /OO dr z*7'Q ()
0

= 2i¢™@ Dgen (Wa)/ dz 2°7'Q (z)
0

/OO dz z°7'Q (z) = wcosec (ra) > res ((—z)a_l Q (z))
0 polosCRc (A7>

Q (2) es una funcién racional sin polos en {(z,0) | = > 0}

Note que 2% 1/eile=Dm — (5/em)* 1 = (—2)*! puesto que, de acuerdo a la definicién (A.3),
—1 = e,

2 Aqui usamos las identidades ( @ < by f (2) no tiene polos en {(z,0) | = > 0} )

lfim bdx’&z/bdx'L:P/bdx' ) Firf(2)© (x —a)© (b—x)

e—0+ J, ' —x+ie ' —x+i0t -

Note que, cuando z & (a,b), es redundante el uso de la parte principal. Es decir:

b / b /
, (@) _/ , £(2)
/adx verwr ), W= vE@d
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A.2. Con polos simples® en {(z,0) | z > 0}

YA

Cr, 2= Re"

2z =¢€e,

Figura A.2: Camino de integraciéon C' = CrUC.UC UC_ ( en sentido contrario al de las agujas
del reloj ) de la integral (A.1). El camino Cg es la union de arcos de radio R > 1. El camino C, es
una semicircunferencia de radio € < 1. C'y son paralelos al eje x. La funcién Q () en el integrando
de (A.1) tiene polos simples en el semiejereal positivo {(z,0) | > 0}. Los simbolos X ilustran
la posicién de algunos de los polos de Q (z). Los simbolos e ilustran la posicién de algunos de los
polos de Q (z) a lo largo de {(z,0) | z > 0}.

En este caso, es necesario continuar la evaluacion de la integral a partir de la expresiéon (A.6)
puesto que Q (x £i07) # Q (x). Q(2) es de la forma

2 € C; xp >0, xg%xg/siﬁ;éﬁ', 6,6/:0,1,2,...,]\7—1

N-1 A

¢

z) :
égo Z— Xy

S (2) es una funcién racional que no tiene polos en {(z,0) > x > 0} y A,’s son constantes indepen-

dientes de z.
Evaluemos las integrales en (A.6):

o 2718 (z £ 40T)
a—1 N+ _
/0 drz Q(x:l:zO) = ZAZ/ dx TEi0t

= ZAgP/ de T2 (z) :FmZAgx‘g_lS ()

Xr — Ty /—0

3Ver Figura A.2.
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/OOO drz°71Q (x + i0+) =P /OOO drz*'Q (z) Fir Y _ res (z“_lQ (z)) (A.8)

polose{(x,0) | >0}

Al continuar la evaluacién a partir de la expresién (A.6), se obtiene

2 Y res (za_lQ(z))

polosCR¢

_P/ doz*'Q (x eres( “=1Q( ))
polose{(z,0) | >0}

e?mal [P /OOO dz 2*7'Q (z) + im Y _res (za_lQ (z))

polos€{(x,0) | >0}

= (1 — eQ’T“i) P /000 dr2*7'Q (x) —iw (1 + e27rai) Z res (Za_lQ (Z>)

polose{(x,0) | >0}

_ eiwa (e—iwa _ 7raz P/ dr 2% lQ( ) 7,7ra (e—iﬂa + ewai) ZI'GS (Za—lQ (Z))

polose{(x,0) | >0}

= 2i¢™ @ Dgen (1a) P / dr 2*7'Q (z) + 2im ™Y cos (ra) Y res (z“_lQ (z))
0

polose{(z,0) | z>0}

P/OOo drz*'Q(z) = mcosec(ma) > res ((—z)a_1 Q (z))

polosCRc
_ (A.9)
7 cotan (ra) Y _res (z“_lQ (z))
polos€{(z,0) | >0}
A.3. Ejemplos*
00 xa—l
A.3.1. / dx =7, 0O<ax<l
0 1+
Puesto que lim, 02/ (14+2z) = 0 y lim, .2/ (1 +2x) = 0, se obtiene como aplicaciéon
de (A.9)
/ood xa—l ( ) i ( +1) ( z)a—l
x = mcosec (ma) lim |(z
0 1+x z——1 14+ 2

4Ver ejemplos en la referencia en pie de pagina 1.
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0o xa—l
= A.10
/0 dz 2 7 cosec (ma) ( )
00 xa—l
A.3.2. P/ dx =7, 0O<ax<l
0 1—x
Puesto que lim, _,02%/(1 —2z) = 0 y lim, 2%/ (1 —x) = 0, se obtiene como aplicacién
de (A.9)
=0 = -1

0o a—1
P/ dz 2
0 1-—

a—1
= 7 cosec (ma < ) —m cotan (7a) lim [(z - 1) © 1
x polosCRC 1—=2 z—1 1—2

= 7 cotan (7a) (A.11)

0o xa—l
P/ d
0 xl—x

Note que esta integracion es usualmente realizada en forma directa como

00 ‘I“a 1 z(a 1) a 1 ez(a 1)x2m
d / dz
/0 xl—(x+20+ + 1—(x—20+)

+ ( integrales que se anulan en los limites R — oo, € — 07 )

=0, ( Teorema de Los Residuos )

donde el limite ¢ — 0" se ha tomado en los numeradores de los integrandos. Por tanto

a 1627rai
- [ [ T
£E—1—|—ZO++ :E—l—zOJr
) 00 xa—l
= ( / dx i7r> + ePrai (P/ dz —i—’m)
0 z—1
— 27raz_ / dx +Z-7T(e2wai+1)

con lo cual se obtiene el resultado (A.11):

e27rai + 1 - emzz' + e—waz’ . QCOS (7T(1)
P dz =i —— =T , - = T —
0 l—x e2rai — 1 gret — g-wal 2isen (ma)

= 7 cotan (7a)
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Apéndice B

Solucién Analitica y Numérica de la
Ecuacién de Laplace

B.1. Introduccion

Ecuacién de Laplace en Dos Dimensiones

YA

¢ (z,1)=1
S

1

®(0,y)=0[Sy V@) =0 So|®(1,y)=0
Region R

Sy R
0 ®(0=0 1 7

Figura B.1: Ilustracién de laregion R = {(z,y) 30 < x < 1, 0 < y < 1} donde se satisface la ecua-
cién de Laplace. El conjunto {S;,7 = 0,1, 2, 3}, son etiquetas de los diferentes lados del cuadrado.

Para discutir la solucion numérica de la ecuacion de Laplace usaremos un ejemplo simple
en dos dimensiones como se ilustra en la Figura B.1. En esta se ilustra el problema de Dirichlet
bidimensional

V20 (7) = 0; F=(z,y) , D<z<l, 0O<y<l
¢ (r,00=0, 0<zx<l1
®(r,1)=1, 0O<z<l (B.1)
®(0,y)=0, O0<y<l1
d(1,y)=0, O0<y<l1



B.2. Solucion Analitica

Una solucién de la ecuacion de Laplace bidimensional que satisface las condiciones de fron-

tera en los segmentos Sy, Sz y S3 es de la forma sen (nwz)senh (nwy) con n = 1,2,3,...

Figura (B.1) ). La solucién mas general posible es una combinacién lineal de ellas:

® (z,y) = >_ A, sen (nmz) senh (nmy)

n=1

donde {4, } se determina imponiendo la condicién de frontera en el segmento S:

® (z,1) =1= > A,sen(nrz)senh (nr)

n=1
Usando la condicién de ortogonalidad
1 1
/ dx sen (nmzx)sen (n'mx) = 5 S n,n' =1,2,3,...
0
se obtiene
2 1 2 — 1 21— (="
A, = 7/ dz sen (nmz) = cos () + = — 7( )
senh (nm) Jo senh (n) nm nm senh (nm)
4 1 .
_— n impar
nm senh (n)’ P
0 ) n par

La solucién del problema de Dirichlet (B.1) resulta ser

sen ([2n + 1] 7x) senh ([2n + 1] my)
(2n + 1) senh ([2n + 1] 7)

®lry) =23

n=0

( ver

(B.2)

Valores particulares del potencial en un punto dado (x,y) pueden obtenerse recurriendo a una
evaluacién numérica de la serie (B.2). En realidad, la evaluacién directa de la serie puede ser
complicada debido a los cambios bruscos de signo del término general de la serie. Dejamos al lector
el estudio de esta complicacién. Mientras tanto procedemos a una evaluacién numérica que no hace

uso explicito de la solucién analitica (B.2)

B.3. Meétodo Numérico

En este caso nos concentramos en la evaluacién de ® (z,y) en un conjunto discreto de puntos
en la region R. El proceso de discretizacién es ilustrado en la Figura B.2. Los valores del potencial

son evaluados en un conjunto de puntos discretos de acuerdo a la equivalencia:
®;; = O (ih, jh) ; 1=12,... N-2, 7=12,... N-2, h=——
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Yi
1 . . . . . . . . .
h
—N
¢ ° ° ° ° ° ° ° ° ° 'y
} h
¢ ° ° ° ° ° ° ° ° ° s
¢ ° ° ° ° ° ° ° ° ° 'y
¢ ° ° ° ° ° ° ° ° ° 'y
¢ ° ° ° ° ° ° ° ° ° 'y
¢ ° ° ° ° ° ° ° ° ° 'y
¢ ° ° ° ° ° ° ° ° ° 'y
¢ ° ° ° ° ° ° ° ° ° 'y
¢ ° ° ° ° ° ° ° ° ° 'y

Figura B.2: La figura ilustra una discretizacién particular ( 11 x 11 ) de la regién R. En este caso

particular, los valores del potencial en los puntos ( e ) son almacenados en una matriz N x N
con N = 11. El paso viene dado por h =1/ (N —1) = 1/10.

(x,y— h)
o

(x - hv y) (x> y) (3j + hv y)
[ [ [

(z,y+h)
o

Figura B.3: Iustracién de un punto dado (x,y) y sus wvecinos mas cercanos. x = ih, y = jh.
,7=12,...,N —2.
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Note que los indices i = 0,i =N —1, j =0y j = N — 1 corresponden a la frontera donde los
valores de ® (z,y) o/y ®;; han sido preestablecidos ( problema de Dirichlet ). Ver Figura B.2.

Para derivar la version discreta de la ecuacion de Laplace, desarrollamos en potencias de h
( serie de Taylor ) a ® (x + h,y) y/o ® (x,y £ h) ( ver Figura (B.3) ):

1 9°®

O (x—hy) = ®(x7y)_0®a(x,y)h+§ a:y h2+O(h3)
. 6(1)( ) la a:y 2 3
O(x+hy) = O(z,y)+ e h 5 9.2 h* + O(h)
00 (x 1 0*® xy
O(xy—h) = @y - g L 27 MO
0P (x,y 1 0%®
O(x,y+h) = O(x,y)+ éy )h+§ y2 h2+0(h3)

Sumando estas expresiones, miembro a miembro, se obtiene

®(x—h,y)+ @ (x4 h,y)+ O (x,y —h) + @ (x,y+h) = 4P (z,y) + h* V0 (2,y) + O (h')

tal que
4 d(x—h d h ) —h)+® h
VQCI)(ZL’,y):—ﬁ CD(x,y)— (33 7y)+ ($+ ’y)l— (x,y )+ (m,y+ )‘|+O(h2)
Salvo correcciones de orden h?, la ecuacién de Laplace bidimensional
O*® (x,y)  0*® (x,y)
2 ) )
Vo (z,y) 57 + B (B.3)
se satisface, en la regién R, si
Sx—hy)+®(x+hy)+P(x,y—h)+@(x,y+h
B (2,y) = ( y)+2( y)4 (z,y —h) + @ (x,y+h) (BA)
la cual puede reescribirse con indices discretos como
B, — Qi1+ Pt Z Qi1+ Piv1 (B.5)

Note que, salvo correcciones de orden h?, la solucién muestra que el valor de ® (x, )
( versién discreta es ®;; ) en cada punto (z = ih,y = jh) es el promedio de sus vecinos
mas cercanos.

Para proceder a la evaluacién numérica realizamos los siguientes pasos:
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1. Creacién de una matriz N x N la cual inicializamos al azar con valores en (0, 1). Los valores
minimos y maximos de ®,,,, descansan en la frontera. Por tanto, en este paso es suficiente
escoger valores al azar tal que 0 < ®;; < 1, Vi,j = 1,2,..., N — 2. Puesto que (B.3) solo
se satisface hasta orden h?, solo puede exigirse que h? > epy; donde epys es la precision
de la mdquina®. Ello significa que N estd limitado por la desigualdad N < 1+ 1/ \/€par -
Asi mismo, la tolerancia de la evaluacién no puede ser menor que €py; 0 Un poco mayor que
esta para prevenirse de errores de redondeo. El lector interesado en el tema puede consultar
la referencialActon].

2. A continuacién realizamos un proceso iterativo donde los elementos de matriz ( con indi-
ces i,j = 1,2,..., N — 2 ) son actualizados de acuerdo a la expresién (B.5). Un criterio de
convergencia simple observa la conducta o convergencia del valor ® (1/2,1/2) puesto que el
punto (1/2,1/2) es el punto central. Ello implica que N debe ser un ntimero impar. Usando
argumentos de simetria se demuestra que ( j ezactamente ! ) ®(1/2,1/2) =1/4 = 0,25

El programa, en C++, laplace0.cc implementa estos pasos.

// laplaceO.cc

#include <cfloat>

#include <cstdlib>

#include <ctime>

#include <iomanip>

#include <iostream>

#include <stdexcept>

#include <vector>

using namespace std;

const double PAS0=0.01,RANDMAX1=floor (RAND_MAX + 1.5);
const double TOL=1.1*sqrt(DBL_EPSILON) ;

const size_t NMAX=static_cast<size_t>(1.0 + 1.0/TOL);
//
struct Matriz: public vector<vector<double> >

{

size_t ultimo;

// Constructores
Matriz() : vector<vector<double> >(), ultimo(0) {3}

// Metodos
void actualize();

};

'Esta se define como el valor minimo positivo (epps > 0 ) tal que la mdquina puede asegurar que 1+ epy > 1.
La biblioteca standard cfloat, de C++, la define como DBL_EPSILON.
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void Matriz::actualize()
{

size_t i=1U,j;

while ( i<ultimo ) {
for ( j=1U ; j<ultimo ; ++j ) {
(xthis) [i] [j1=((xthis) [i - 1UJ[j] + (*this) [i + 1U][j]
+
(xthis) [11[j - 1U] + (xthis)[i][j + 1U])/4.0;

++1

}
}

//

void inicialize(Matriz &m);

inline size_t valorDeN()

{
size_t n=static_cast<size_t>(1.0 + 1.0/PAS0);

if ( (n%20)==0 ) ++n;
if ( n<=NMAX ) return n;
throw range_error("size_t valorDeN(O");

b
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int main()

{
Matriz Phi;

try { inicialize(Phi); }
catch(const range_error &re) {
cerr<<endl<<"Error de rango en "<<re.what()<<endl;

}

const size_t iteraciones=Phi.size()*Phi.size() ,medio=(Phi.size()>>1U);
cout<<setprecision(20)<<0<<’ ’<<Phi[medio] [medio]<<endl;
double error_r=0;
size_t n=0;
while ( ++n<iteraciones ) {
Phi.actualize();
cout<<n<<’ ’<<Phi[medio] [medio]<<endl;
if ( (error_r=abs(1.0 - 4.0%Phi[medio] [medio]))<TOL ) break;

}

cerr<<"\n Numero de iteraciones = '"<<n;

cerr<<"\n Error relativo = "<<(error_r*100.0)<<" %";
cerr<<"\n Phi(1/2,1/2) = "<<Phi[medio] [medio]<<endl;
return O;

b
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void inicialize(Matriz &m)

{

try { m.resize(valorDeN()); } catch(const range_error &re) { throw; }

cerr<<"\nDimensiones de la matriz = "<<m.size()<<" X "<<m.size();
const double temp=1.0/m.size();
cerr<<"\n Paso = "<<(temp/(1.0 - temp));

m.ultimo=m.size() - 1U;

m[0] .resize(m.size());

size_t j=0;

while ( j<m.size() ) m[0] [j++]=1.0;

srand(size_t(time((time_t *)0)));
for ( size_t i=1U ; i<m.ultimo ; ++i ) {
m[i] .resize(m.size());
m[i] [0]=m[i] [m.ultimo]=0;
for ( j=1U ; j<m.ultimo ; ++j ) m[i] [jl=rand()/RANDMAX1;

m[m.ultimo] .resize(m.size());
for ( j=0 ; j<m.size() ; ++j ) m[m.ultimo] [j]=0;
}

Una ejecucion tipica de este programa arroja, por pantalla, la informacion:

Dimensiones de la matriz = 101 X 101
Paso = 0.01
Numero de iteraciones = 10201
Error relativo = 0.00696642 Y
Phi(1/2,1/2) = 0.250017

La iteracién de ® (1/2,1/2) puede observarse en la Figura B.4.
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Soluciéon Numérica de la Ecuacion de Laplace
Iteracién de $(1/2,1/2)

0.4 \ -

\
L\ |
03 -
3 i
[0 Yo} ST S T N T T T S T T S S T [N T S T T T S T T MR

2000 4000 6000 8000 10000

Figura B.4: Cuatro evaluaciones independientes de la evolucién de @ (1/2,1/2) con el nimero de
iteraciones. La evaluacion es realizada con el programa, en C++, laplace0.cc. Note que, indepen-
diente del valor inicial de ®(1/2,1/2), ®(1/2,1/2) converge a un valor cercano a 0,25 el cual es
obviamente el valor exacto.
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