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Tépicos en la Teorfa de Muchos Cuerpos ( REPASO )

1. Derive una solucién variacional, de la forma ¥, (z) = A/ (2* + A?), para el estado
fundamental del oscilador arménico unidimensional ( H = p2/2m + mw?z?/2 ). A € R.
Comparela con la solucién exacta.

SOLUCION:

La condicién de normalizaciéon de ¥ () permite determinar A en términos de A:
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donde hemos escogido A > 0. La energia media F (A) que corresponde a la funcién de
onda variacional g (z) viene dada por
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donde A = A/y/h/mw . El valor minimo de E (A) se obtiene con:

_AEG) (L Ly Az L _V2 4,
O_d(Kz)_< 4K4+2>h = A =73 — E(A)= 5 h

Note que d*E (A) /d (Kz)z = 1/2A° > 0. El error relativo porcentual en el cdleulo de
la energia viene dado por
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’ x 100 % ~ 41,42 %
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lo cual muestra que la solucién “ tipo Lorentziana 7 Wq (z) es una aproximaciéon Nno
recomendable para el estado fundamental del oscilador arménico. Fisicamente, esta so-
lucion no decae lo suficientemente “rdpido 7, a partir del origen de coordenadas, como
puede deducirse a partir de la conducta de ¥ (x) cuando |z| < A:
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. Escriba, en términos de operadores de creacién y destruccion (a' y a, respectivamente )
del oscilador armoénico, el hamiltoniano

e 1
H =22 4 —mw?s? + gat, g>0

2m = 2
y evalue la correccién, hasta orden g, al autoestado |3) del oscilador arménico.
SOLUCION*:
Los operadores
1

Mmwx + 1P, al = —— (mwz — ip,
2mhw ( Ps) Y 2mhw ( Pz

satisfacen reglas de conmutacién bosonicas ( [a, aq =1 ) Algunas de sus propiedades
son enumeradas a continuacion:

al0) =0
_ 0), s=0,1,2,...
P 1 2,2 _ [t 1 |S>\/?|7 -
3 g = (et g) e § ol =S e 1) j) =VETT fs
a'als) = s|s) , (s|8") = dss
|0) = Estado Fundamental

pr 1 2.2 ( 1)
— = - =0,1,2,...
<2m+2mwx>|s> 8+2 hws) , s=0,1,2,

x puede escribirse en la forma

T = % (aH—a)

La correccién [3), de primer orden en g, al autoestado |3) del oscilador arménico

viene dada por
) (slga*]3) ) (s (“T +a)'|3)
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Ver, por ejm. .., Quantum Mechanics, A. S. Davydov, Pergamon Press 22 ed. 1976.



Desarrollemos el binomio (aT + a)4 = (aT2 +a*+2n + 1)2 donde n = a'a:
(aT + a)4 = o' +a%a® +a” (2n+1) + a®a’” + a* + o’ (2n+1)
+
@n+1)al” + 2n+1)a® + (2n + 1)?
= aT4 + aT2a2 + oxzaT2 +at
+
(o +a?) @n+1) + @2n+1) (o +a?) + (20 +1)°

El hamiltoniano, en términos de los operadores a v a' viene dado por
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Asi mismo
<s (aT + a)4 3>5¢3 = <s at’ + (aT2 + a2) 2n+1)+ (2n+1) (aT2 + a2)‘ 3>

= <s aT4‘ 3> + (25 +8) <s ‘aT2 + az‘ 3>

= <s aﬂ 3> + (25 + 8) <<s ’aﬂ 3> + <3 ’aﬂ s>*>

De acuerdo a este resultado solo necesitamos la evaluacion explicita de <£ 'aTi

r):
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Haciendo uso de este resultado podemos evaluar explicitamente la expresién (0.1):

13)M = ¢ 95 3(10\/_|1)—36\/_ 5) —v/210 |7)) (0.3)

3. Considere el hamiltoniano de Dirac H = Hy + V donde Hy = Bmc®> y V = cd - p.
m es la masa en reposo. c es la velocidad de la luz. B y &; son matrices de Dirac.
i = x,v, z. Realize una transformacién unitaria H, = ¢'*H e de H tal que el término
lineal en p" “ resulte eliminado ”. Interprete los resultados y el propdsito general de tal
transformacion.

SOLUCION:

Debemos desarrollar H, en potencias de 7 ( o/y potencias de V') de tal manera que
el coeficiente del término lineal se anule idénticamente. Para ello basta suponer que S
es de orden V y expresar H, en potencias de S. Definamos H,. (\) = e H e tal
que H.(0) =H y H.(1) = H.. H.(\) satisface

OH, ()

T eMISH e 4 M H e (—iS) =i [S, H. ()]

la cual equivale a

H,(\) = H+i/0Ad)\’ 1S, H, ()] = H +1[S, H] A /dX/ dN" [8, S, H, (\")]

_ H+i[S,H])\—% 1S, [S, H| A2
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Hasta segundo orden en S ( o/y V') es suficiente el desarrollo

«

a tres términos ”
1
H.~H+i[S, H| - 3 (S, [S, H]]|

Reemplazando H = Hy + V y agrupando términos del mismo orden:

1
He ~ Ho+{V +1[5. Hol} + {i[5,V) = 5 5,15, Hol)}
Para eliminar el término lineal en V' escogemos S de manera tal que [S, Hy| = iV. En

tal caso, H. se reduce a
1
chHo—i-ii[S,V]



Introduzcamos la dependencia temporal A (t) = €0t eiflot/h A e=iHot/h de un operador

dado A. A (t) satisface la ecuacién de movimiento iA (t) = [A (t), Hy|. En consecuencia

%V(t) h/ dtV (¢ [/ dt a (t

Note que 3 y § son constantes de movimimiento. A su vez, @ (t) satisface @ (t) =
—i[d (t), Ho| /h. & yf satisfacen {a;, o} = 205, {w, B} =0y /62 =lconi,j=umy,z2
Por tanto
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Con este resultado, H, se reduce a
1 i | = (@ p)?
H, ~ fmc*+ =i [—Lﬁaz.p*,co?-ﬁ] = Bmc+— [B.d-Pla p=pmc+ 8L
2 2mc dm 2m
y, puesto que (& - p)° = ¥, a2p? + Yiej (qicyy + ajaq) pip; = 2,
72
~ Bmc® + ﬁ (0.4)

el cual es el resultado en el limite no relativista * pc < mc? ’ tal que el propdsito de
esta transformacién es precisamente mostrar que tal limite reduce el hamiltoniano a su
versién cldsica ( no relativista ) aparte del término adicional Smc? ( energia en reposo ).
Sin embargo, (3 es la matriz 4 x 4

_ L0 Note que cada elemento de matriz de [ es
“\o 21 )7 una matriz 2 x 2
H, puede reescribirse en la forma
=2
mc* + 2]’; 0
_ m
H.= P
0 _ S
met = 5

que corresponde a dos ramas del espectro de energia. En realidad, la version clasica
( no relativista ) corresponde a teoria de perturbacién hasta seqgundo orden:

(cp)? n P

" Eme? — (Fmc?)  ~ 2m




4. Construya el hamiltoniano mecénico-cuantico H de una particula de masa m y carga ¢
en presencia de un campo eléctrico homogeneo y uniforme E descrito por un potencial
eléctrico nulo. Demuestre que cualquier dependencia temporal explicita, en H, puede
ser “ eliminada 7y, en tal caso, construya el vector densidad de corriente eléctrica.
Comente sus resultados.

SOLUCION:

El campo eléctrico puede ser derivado de un potencial vector A (7, t) el cual satisface

1 0A (1)

E—=— S talaue A (7 t) = —cEt + & ()

—

En ausencia del campo magnético, & (7) satisface V x &(7) = 0. Por tanto, a(7) es

derivable de un potencial escalar A (7): & (7) = —VA (¥) y en consecuencia
A (7,t) = —cEt — VA (7)

La ecuacién de Schrodinger viene dada por

L A R N S RIS
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h? .qEt . ¢qVA(T) .
= — % V +1 h +1 h \Il (T, t)

Asi mismo

V+iq§t+iqv%®
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E A
q t+qu (7)

e—in-Ft/h—iqA(F’)/h{ ein.Ft/miqA(f‘)/hv + einFt/h—i—iqA(F)/h i ; .

}\p (7. 1)

e—in-Ft/h—iqA(F)/hv [ ein»Ft/h—l—iqA(F')/h\I, (7, t)] _ e—in-Ft/h—iqA(F)/hv(p (7, 1)
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© (7—,»7 t) = ein'th/h—l—iqA(F’)/h\I] (7;»’ t) — i (7;»’ t) = e_in'Ft/h_iqA(ﬁ/th (7;»7 t)
Con estos resultados la ecuacion de Schrdodinger se reduce a
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Evaluemos cada miembro de esta ecuacion por separado:
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Reemplazando los resultados (0.6) y (0.7) en la Ec. (0.5) se obtiene la ecuacién de
Schrodinger

in 9p(t) _ (— —;W —gE - F) o (7, 1) (0.8)

la cual describe el comportamiento de una particula ( de masa m y carga q ) en presencia
de un potencial eléctrico —F - 7y un potencial vector nulo. Note que la dependencia
temporal explicita del hamiltoniano ha sido “ eliminada ”.

El vector densidad de corriente eléctrica viene dado por
2, FL o ” 5 5
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En esta expresion:

1) El primer término corresponde al caso usual ( en ausencia de campos externos )
aunque depende obviamente, en principio, de E'y A (7).
2) El segundo término describe el efecto de traslacién debido al campo eléctrico. Por

ejm. .., en un sistema macroscopico podria conducir a una ley de Ohm cuando se
incluye “ difusién ( scattering ) por impurezas ”

3) El ultimo término muestra el efecto de un potencial vector no nulo ( con campo
magnético nulo ) y es importante en el estudio del efecto Aharonov-Bohm.

5. Demuestre que elementos de matriz (n [p'|n" ) del operador momento p pueden ser expre-
sados en términos de elementos de matriz (n |'|n’ ) del operador de posicién 7. {|n)} es
el conjunto de autoestados de un hamiltoniano H = p?/2m + V con (F|V |7") =
V(F)é(F—7")y H|n) = E,|n). Establezca explicitamente la relacién mencionada
arriba.

SOLUCION:
Evaluemos el conmutador [, H] = [, p?| /2m + [, V]:

in6i; inéi;

r 42} {Z em,ij] = Zéi p;i i il + [z p] pi | = Qihzéipi = 2ihjy
1,] (3
(o |lr V) = /d (7o |77 ) (7| V]7) /d (Fo [V |7") (7| 7] 71)

= (70| 717) V(1) =V (70) (7ol 7171)
§(7o 1)

= [V (1) =V (i) (rolrm) =0, V 70,71

En consecuencia "

[P, H =1—p
m
Para un par de autoestados dados |n) y |n') de H se obtiene

(mlpln') = —i% ([ H]|n') = =i (n|FH ') = (n|HF ')

.m — |/
= —i ((n|FEw [n") — (n|Eqr|n’))



') =15 (B — By (070 (0.10)

Esta relacion es ttil en el calculo de absorcién y emisién de radiacion las cuales resultan
ser o< w2 |(n|p|n')|* « w?(E, — Ey)® o« w* donde hw es la energia de un fotén. Por
tanto, radiacion con pequenas longitudes de onda son mas dispersadas que aquellas con
grandes longitudes de onda ( Ley de Rayleigh ).

. Demuestre que la ecuacién de evolucién H |V (t)) = ih 0, |¥ (¢)) ( con el hamiltoniano
del problema anterior ), conduce a la ecuaciéon de Schrodinger

—h—2v2xp( t) + V(7)) U (7, t):ihM

v donde W (7,t) = (¥ |V (t))

SOLUCION:
Proyectando ambos miembros de ik 0; |V (t)) = H |V (t)) sobre |I") se obtiene

in PO g ) = [ e )

la cual es equivalente a

ih% - /d?r' [i <f\ﬁ2\f'>+V(f)5(f—F’)]\If(f',t)

= o /d P\ (7 1)+ V() (7 1) (0.11)

—

|7
Usando los autokets { P>} con autovalores { }, del operador momento ( D ’ﬁ> =P ‘ﬁ> )
( <F‘J3> — 3/2 giPT/R ), podemos evaluar (7|p?|7):

(Flp?7) = /d‘i’s@?]ﬁ? (B ) /dPP (7|P) (P|")

_ /d 1P -7/h e—lPT’ /h _ dP - i13~(F—F’)/h
h3/2 13/2 B3
AP o ipr AP p
— h2/ (27; P2 elP'(T’—T’ ) — _hZVg/ (2;)3 elP'(T’ _ —h2V25( ,r—,'/)
Con este resultado, la expresién (0.11) se reduce a
R, oW (7,1
S v\ AW (F 1) =ih — 7/ 0.12
o VAU (R ) + V(7 ¥ (7)) = ih —— (0.12)




