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Introduccion

En estas notas presentamos las tareas y soluciones, asignadas en el semes-
tre 2004, del curso Mecanica Estadistica del postgrado de Fisica. Algunas de ellas
han sido ligeramente modificadas para evitar ambiguedades y/o confusiones de la
redaccion de ellas. Sus soluciones han sido revisadas exhaustivamente respecto de
las soluciones iniciales entregadas a los estudiantes del curso. Sin embargo, como
puede esperarse, es posible que contenga errores derivados del proceso de escritu-
ra. En tal caso, pueden comunicarlo al correo electrénico que se menciona en la
portada.

A lo largo del curso, nos hemos convencido de la necesidad de incluir, en
forma de apéndices, algunos tépicos que forman parte de las herramientas bésicas
de la Mecanica Estadistica actual. En particular a lo que concierne a simula-
cién de procesos fisicos. Para entender la idea, digamos grdficamente, usemos el
ejemplo del estudiante EO que ha aprobado el curso de Fisica Estadistica del pre-
grado. EO ha aprendido a manipular reglas que permiten el calculo de promedios,
desviacién standard, etc... asi como energias, calores especificos, susceptibilida-
des magnéticas, presiones, etc...Sin embargo, tal curso no le ensen6 a EO como
realizar en la prdctica la generacién de un proceso con una distribucién de pro-
babilidad dada. Por ejm..., como crear un conjunto de espines, en un campo
magnético H?Z a la temperatura T', con distribuciéon de probabilidad para cada es-
pin individual sech (mH/T) e~ #™/T /2 v m = £M,, My > 0; lo cual es tan simple
que puede realizarse con una simple calculadora de bolsillo ( ver pdg. 122 ).

Un conjunto de simulaciones extremadamente simples se han incluido para
paliar parcialmente las deficiencias mencionadas arriba acompanadas de progra-
mas en el lenguaje C++ que ilustran los diferentes procesos de simulacién.

F. P. Marin
Laboratorio de Fisica Teorica de Sélidos
( asociado al CEFITEC )
Escuela de Fisica. Facultad de Ciencias
Universidad Central de Venezuela

A.P. 47586. Caracas 1041-A. Venezuela

Abril del 2005
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Tareas, Parciales y Soluciones



Capitulo 0

Tarea 0: Probabilidades

UNIVERSIDAD CENTRAL DE VENEZUELA 21 / 04 / 2004
FACULTAD DE CIENCIAS Prof. Félix Marin
ESCUELA DE FISICA Mecanica Estadistica

http://fisica.ciens.ucv.ve/felix/postgrado/

TAREA! N2 0
REPASO

4

1. Suponga que se generan nimeros “ pseudo al azar ” {xq,x1, x5} tales que

Ty =399, 1 (1—2,1), n>0 y x_;=0,339 (0.1)

Heuristicamente, “ pseudo al azar ” significa que tales nimeros estan distri-
buidos uniformemente (en forma aproximada) en el intervalo [0, 1). Explique
como se usa el triplete {z¢,x1, 22} para obtener un punto ¥ = (x,y, z) uni-
formemente distribuido! en el interior de una esfera de radio 3. Obtenga el
valor particular de 7 en el presente caso. ( 6 puntos )

SOLUCION:

Sea P (7) la distribucién uniforme ( independiente de 7 ) de probabilidades
de puntos en el interior de una esfera de radio a, para la cual se cumple,
obviamente, la condicién de normalizacién

[ P ar=1
r<a

Puesto que P (7) es uniforme, se cumple que

3

4mas

1= [ PO @=P@) [ #=pP@(5r¢) = P()=

r<a

IFECHA DE ENTREGA: miercoles 05 de mayo de 2004.
No se aceptaran tareas realizadas en computador.

'En realidad este es un abuso del lenguaje y es una simplificacién que cobra sentido cuando
generamos una gran cantidad de puntos.
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La condicién de normalizacién puede reescribirse, en coordenadas esféricas,

a  3r2 1 27 de
1—‘/0d7"?‘/0 d@isenﬁ/o %

3r?/a®, sen (0) /2 y 1/27 son distribuciones de probabilidad para r, 6 y ¢
en los intervalos [0, a), [0,7) y [0, 27), respectivamente. Entonces, podremos
usar el triplete (zg,z1,22) en la determinacién del triplete (r,6,¢) con lo
cual determinaremos a (x,y, z). En efecto, es necesario resolver

en la forma

e
a3 dxg ’
1 deo
isenﬁd—xl = ]_,
1de
27Td$2 N 7

cuya solucién es inmediata:

0 =2arcsen (/71 ), O =271y

1/3
r=axy",

Usando la expresion (0.1), se obtiene

xo = 0,894075,

r|m0:0 =0
9|x1:0 =0
gb‘zg:O =0

x; = 0,377872, xo = 0,937988

Las coordenadas cartesianas x, y y z vienen dadas por

x = rsenfcos¢p = a:z:(l)/g \/1 — (1 —2x1)% cos (2mx)

y = rsenfsen¢

y = rcosf

= a:z:(l)/s \/1 — (1 —221)* sen (2mas)

= azy/? (1 —2x,

)

Finalmente, (z,y, z) se genera usando una calculadora simple ( ver pag. 122)

z = 2,5925

y = —1,06455

z = 0,705925

o usando un pequeno programa en C++ ( ver seccién 0.1 ).

(0.2)

2. Una particula ejecuta saltos, a lo largo del eje x, de longitud ¢ con probabi-
lidad p_, (p_) a la derecha (izquierda). p_. + p._ = 1. Tales saltos ocurren
a intervalos de tiempo 7. Denotemos con p, (t) la probabilidad de que tal
particula se encuentre, en el instante ¢, en el punto nf. n € Z.
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a) Construya una relaciéon? entre p,, (t) y pn+1 (t — 7). Suponga que cada
salto ocurre con independencia de cualquier salto anterior.( 1 punto )

SOLUCION:

La particula se encuentra, en el instante ¢, en el punto n¢ (con proba-
bilidad p, (¢)) si ocurre que:

1) laparticula se encuentra, en el instante t —7 en la posicién (n — 1) ¢
( con probabilidad p,_1(t —7) ) y decide realizar un salto a la
derecha ( con probabilidad p_, ). Este evento ocurre con probabi-
lidad p,,—1 (t —7) p_

2) o se encuentra, en el instante t — 7, en la posicién (n + 1) ¢ ( con
probabilidad p,y1 (t — 7) ) y decide realizar un salto a la izquier-
da ( con probabilidad p. ). Este evento ocurre con probabili-
dad Pr+1 (t - T) P—.

Por tanto

Po(t) =puo1 (t =T)pes + Py (t = 7) P (0.3)

b) Deduzca una expresién para la distribucién de probabilidades P (z,t)
de la posicion x de la particula en el instante t. Note que en este
caso z,t € R. ( 1 punto )

SOLUCION:
P (z,t) puede escribirse en la forma

P (1,t) = %/; dz' P («/, 1)

La integral representa la probabilidad de que la particula se encuentre,
en el instante ¢, en cualquier punto < x. En consecuencia

/_;dx'P(f'f"t)Z S opa(t) = f} pn () © (2 — nl)

n=-—00 n=—00

la cual se inserta en la anterior para obtener

P(x,t) = i P ()0 (x — nl) (0.4)

n=—oo

y donde hemos usado la identidad d© (z) /dx = ¢ (z).

2Relacién de recurrencia.



CAPITULO 0. TAREA 0: PROBABILIDADES 5

c)

Encuentre una relacién entre P (z,t) y P(x £ ¢,t — 7). (1 punto )

SOLUCION:

En el resultado anterior (0.4), reemplazemos la relacién de recurren-
cia (0.3):

P@t) = 3 Iualt=m)p+paa (= 7)p 0o = nd)
= b X =) 3= nt)
+
pe 3 plt=) 3o+ - o)

Usando, una vez mas, el resultado (0.4)

P(x,t)=p_Px—lt—7)+p_ Pz +L{,t—7T) (0.5)

Suponga que la escala de variacién espacial ( temporal ) de P (z,t)
es muy grande en comparacion con ¢ (7 ). Demuestre que en el limi-
te { — 0, 7 — 0y ¢?/7 finito; P (z,t) satisface la Ecuacién de Difusién
cuando p_, = p_ = 1/2. ( 2 puntos )
SOLUCION:

Desarrollemos® P (z 4 ¢,t — 7) en potencias de £ y 7 cuando ¢ ~ 0
y 17 ~0:

N OP (z,t) OP (z,t) 1 %P (z,t) ,

(0.6)

~ OP (x,1) OP (x,1) 1 0P (x,t) ,

Plex+lt—71) =~ P(x,t)+ 5 l g T+ 52 4
(0.7)

En las expresiones anteriores, se supone que P (x,t) varia suavemen-
te en el espacio y el tiempo: Es decir, la escala de variacion espacial
(temporal) de P (z,t) es muy grande en comparacién con ¢ (7) para

3

(7 +07) = 1.(7) + (67 Vo) £ (7) +

E (57?.v?)2f(7?)+...+% (67 - V)" £ (7) + - --
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valores finitos de estos. Por tanto, no se incluyen derivadas de orden
superior al primer orden en el tiempo. La derivada espacial de segun-
do orden es necesaria en cualquier caso para valores arbitrarios de p—
con p_.+p_ = 1. Derivadas cruzadas como, por ejm. .., 0°P (x,t) /0xdt
son una contribucién despreciable en el limite ¢2/7 finito con ¢ — 0
y1T—0.

Reemplazando las expresiones (0.6) y (0.7) en la expresién (0.5) se
obtiene la aproximacion:

0P (x,t
P(z,t) ~ (po+p)P(x,t) — (p — p_) %g
oP (z,t) 1 0P (z,t) ,
(p— +pH)TT+ 3 (p— +p) —gz ¢
Esta se reduce a con (p_. +p_ =1)
OP (2,t) _ (2 PP (x,t) 0 0P (z,1)
o Yo g W—mp) o — (08)

En el presente caso ( p_. = p_ = 1/2 ) obtendremos:

Ecuacion de Difusion

_, 1
P— =D = 5
9P (x,1) (0.9)

ot 0x?
62

D= lim — D: Constante de Difusién

{—0+ 27’
T—0t

De acuerdo a la ecuacién de continuidad?

0P (x,t) N 0J (z,t)
ot Ox

podemos afirmar que la corriente de probabilidad es

=0

D 0P (x,t)

I, t) = =D

4La probabilidad se conserva: / dz P (z,t) =1, Vt
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¢)

Encuentre la ecuacién que satisface P (z,t) cuando

= Jim 52 v = Jim (= po) = 2D Jim Fp s
T—0t 70t r—0t+

Demuestre que la ecuacién encontrada puede ser reducida a una ecua-
cién de difusion e interprete fisicamente el resultado encontrado. Note
que, en este caso, se debe cumplir

1
lim p_, = lim p_ = 3

i i
( 3 puntos )
SOLUCION:
En este caso partimos de la expresién general (0.8): Puesto que p_.¢ +
p (=) = (p— —p_) L es el desplazamiento medio por salto, vq =

(p— — p_)€/T es la componente x de la velocidad media. Escribimos,
entonces, la expresion general (0.8) en la forma:

OP (z,1) D 0?P (z,1) 0P (x,t)
ot Ox?

— v ozr

(0.10)

la cual se conoce tambien como Ecuacién de Bernoulli.

La corriente de probabilidad resulta ser

OP (z,t)
ox
El segundo término representa el desplazamiento, superpuesto al pro-
ceso de difusién, con velocidad v, lo cual es tipico de un fluido. Si

argumentamos que debe despreciarse la segunda derivada espacial en
comparacién con la primera (variacion espacial lenta) obtendremos

-D + P (z,t)vg

OP (x,t) 0P (a,t)
ot ' ox

cuya solucién general es de la forma P (z,t) = P (z — v4t, 0). Esta repre-
senta una propagacion, sin deformacion, con velocidad vy y no describe
adecuadamente el proceso fisico de difusién. Por estas razones se retie-
ne, en general, la presencia de la segunda derivada espacial y la nueva
ecuacion de difusién describe una conducta de traslacién superpuesta
al proceso de difusion.
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Para reducir la ec. (0.10) a la forma de una ecuacién de difusién debe-
mos factorizar el segundo miembro:

D O*P (z,t) 0P (1) D O*P (z,t) g OP (z,t)
Ox? Y o Ox? D Oz

_p(l_ 2P( t)—v—sP( )
~"\oz 2p) VYT up W

La ec. (0.10) se reduce a

o vl B AN
(E + E) P(2,t)= D (6_:@ - E) P(e,t)  (0.11)

Pero
8 V4 2 . 8 V4 8 Vd
(%_ﬁ> P (z,t) (a E) (a ﬁ)P($7t)
0 Ud vqx /2D —vqz/2D 9 Vd
(%‘T)e 5z 2p )P @D
2 - E evdz/QD {e_vdm/2DP (.Z', tﬂ
or 2D ox
evd:c/2D 62 [e_vdm/2DP (.CL', t)}
0x?
Similarmente

0, v _—2t/ap | w2tap [ O Vg
<§+E>P(x’t) = e Y el ath P (z,1)
9, [e”gt/‘lDP (z, t)}

ot

o~ Vat/AD

Con estos resultados la ec. (0.11) se reduce a

o ”2t/4DP( ,t) 92 —vd:c/zDP( ,t)
[e ¢ at L } — Devdm/2D [e axz r }

e—vit/4D
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la cual puede escribirse en la forma de una ecuacién de difusién
OP (x,t) D 0?P (z,1)
ot N 0x?
P (Z’,t) = evgt/4D—vdz/2D P (.T,t) — et/To—:c/)\o P (.CL', t) (012)
4D 2 2D 1
0= — = 5T, M=—=—-/
vi  (p—aq) vi  P—q
3. En la cadena de la figura, el individuo —1 transmite la informacion T al
-1 0 1 2 n—1 n
° ° ° @ e e ) °

individuo 0. | es la informacién que niega la informacién 7. Por ejm.. .,
1 significa cierto y | significa falso, etc... El objetivo de este problema es
evaluar cuan confiable es la informacién que recibe el individuo n despues
que ésta atraviesa una cadena de n individuos. Para ello supongamos, que el
individuo ¢ ( ¢ > 0 ) transmite, al individuo ¢+ 1, la informacién que posee
con probabilidad p y con probabilidad ¢ = 1 — p la informacion contraria.
Evalue la probabilidad p,, de que el individuo n obtenga la informacién correcta 7.
Discuta los casos limites. ( 6 puntos )

SOLUCION:

El individuo ¢ recibe la informacién correcta T ( con probabilidad p, ) si

1) el individuo ¢ — 1 posee la informacién correcta T ( con probabili-
dad py_1 ) y decide comunicar ésta informacién ( con probabilidad p )

2) o el individuo ¢ — 1 posee la informacién incorrecta | ( con probabili-
dad 1—p,_1 ) y decide mentir lo cual ocurre con probabilidad ¢ = 1—p.

El evento 1) ocurre con probabilidad p,_;p mientras el evento 2) ocurre con
probabilidad (1 —py_1)q. Por tanto, p = pp_1p + (1 — pr_1)q con £ > 1
vy po = 1 la cual equivale a

pet(g—p)pe1=q, €=1; p=1 (0.13)

Una solucién particular de esta ecuacién inhomogenea es pgo) = 1/2, V(. Por
tanto, la ecuacién para p, — 1/2 es homogenea:

1 1
(pe——)+(q—P)<Pé—1——>=07 (>1;  py=1

2 2
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La solucién de esta ecuacién es de la forma p, — 1/2 = Aa‘ donde A # 0
y a # 0 son independientes de ¢. Reemplazando en la ecuacién anterior
¢ -1 _ A _
Aad"+ (¢—p)Aa™ =0 = 1+ =0 = a=p—q
!
y la solucién se reduce a p; = 1/2+ A (p — ¢)°. Satisfaciendo la condicién de
frontera

1 1
l=p,==-+A — A=—
Po=g5+ 2
La solucién se reduce a
1+ (p—-q"

n>0 (0.14)

Veamos algunos casos particulares:

a) TODOS DICEN LA VERDAD: p=1,¢=0
En tal caso
pp =1, Vn >0

La informacién atravesé la fila de individuos sin modificaciéon alguna
puesto que cada individuo le comunica la verdad T a su vecino.

b) TODOS MIENTEN: p=0,¢g=1
En tal caso

14 (=1)" { 0, si n es impar

1, si n es par

La informacion cierta T o falsa | se alterna a lo largo de la fila de indivi-
duos puesto que cada individuo le miente a su vecino: Los individuos en
los sitios impares reciben la informacién falsa | mientras los individuos
en los sitios pares reciben la informacién correcta T.

¢) TODOS MIENTEN O DICEN LA VERDAD DE MANERA COMPLETA-
MENTE AL AZAR: p = ¢ = 1/2

En tal caso

Pn =
si n >0

N —
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Salvo el primero (n = 0) que recibié la informacién correcta T, los
restantes individuos (n > 0) reciben una informacién distribuida com-
pletamente al azar (p, = 1/2, n > 0).

TODOS CASI DICEN LA VERDAD: p < 1,¢ > 0

En tal caso, la solucion puede aproximarse en la forma

1 —q)" 1—(1—-2¢9)" 1 — ern(i=2q)
p, = - 1-(0-297 _, 1- "
2 2 2
2

Cuando n < 1/ (2q) se obtiene p,, < 1: Los individuos conn < 1/ (2q)
prdacticamente reciben con mucha confianza la informacion verdadera |
mientras los individuos con n > 1/ (2¢) reciben ésta con probabilidad®

pn A 1/2.
1/ (2q) delimita el rango de valores de n para los cuales los individuos de
la fila reciben, aproximadamente, la informacion verdadera. Por ejm. . .,
con p=0,99 y ¢ = 0,01 se obtiene 1/ (2¢) = 50.
TODOS CASI MIENTEN: p > 0,¢ < 1
En tal caso, la solucion guarda similaridades con el caso anterior y se
aproxima en la forma
1—(=1)" e 2

2

Dn ~1-—

Cuando n < 1/ (2p) se obtiene p,, < 1 para los sitios con n pary p, ~ 0
para los sitios con n impar: Existe una regiéon en la fila de individuos
conn < 1/ (2p) donde la informacién se alterna como se explica arriba.
Cuando n > 1/ (2p), se obtiene p, ~ 1/2.

pn VARIA SUAVEMENTE A LO LARGO DE LA FILA DE INDIVIDUOS: p,, ~
Pn—1-

Es conveniente realizar el andlisis a partir de la ecuacion en diferen-
cias (0.13) y realizar el limite continuo (a es la separacién entre los
individuos):

pe—p(@), p1—pl—a=p)-p(r)a; p0)=1

Con esto se obtiene p (z) + (¢ — p) [p (x) — p’ (x) a] = ¢ la cual equivale
a

o () + 2q/ (Z —q) b (z) = q/ (pa— q)

1
°Note que lim p, = 3

0<p<1
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Con la condicién de frontera p (0) = 1 La solucién de esta ecuacién
viene dada por

1+ e 2/A pP—q 1 (p
= — A=——a=-[=—-1

A no puede ser negativo puesto que en tal situaciéon obtendriamos va-
lores de la probabilidad mayores que uno (p(z) > 1). El caso A = 0
genera una variacion abrupta (en contra de la hipétesis inicial) entre
el individuo 0 y el individuo 1.

Por tanto, A > 0 y en consecuencia p > ¢. Ademas, puesto que A > a
(variacién suave de p (x)) debe cumplirse que p < 1, ¢ > 0y por tan-
to A = a/ (2q). Vemos, entonces, que este caso coincide con el caso 3d
(ver pag. 11).

El caso anterior sugiere desarrollar un caso andlogo para la situacion 3e
(ver pag. 11). En ese caso, la variacién lenta ocurre a lo largo de la
subred de valores para n par. Para ello debemos encontrar la relacién
de recurrencia entre dos sitios consecutivos etiquetados con niimeros
pares. A partir de (0.13) encontramos tal relacion. En efecto

Pe-1 = q+ (P —q) pe—2
la cual substituimos en (0.13)
pet(a=pla+@—apeo=a¢ = pe—(a-) P2 =2p

En el limite continuo, debemos hacer, entre otras (ver 3d), la substitu-
cién py_o — p(x) — 2ap’ (z) con la que se obtiene

L= (a=p)’|p(@) +2a(q—p)’ P () = 2pq
la cual equivale a

2pq Pq

1 1
!
p(r)+ ——=-p@)=—"—=—-, p0)=1
(¢g—p)°a (¢q—p)a
La solucion resulta ser
1+ e/t (¢ —p)°
- A= £
p () 2 ’ g

Puesto que p (x) debe variar lentamente a lo largo de la subred con n
pares, se debe cumplir que A > a. Para facilitar el andlisis de A es
conveniente parametrizar py q:

T
p=sen’f, q=cos’h, 0§6§§
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y

~ 2sen? (0)cos? ()  2[sen (26) /2]*  tan®(20)

Observemos que A > a cuando 6 > 0 0 6 < 7/2. El caso 0 < /2

A (cos®§ — sen? 6)°  cos®(20) 2
a

corresponde al caso anterior ( p<Slg>0 )
El caso que nos interesa, en este aparte, es § > 0 lo cual significap > 0

y ¢ < 1. Se obtiene entonces A = a/ (2p) > 2a. Ver 3e en pag. 11.
COMENTARIO ADICIONAL:

La ecuacion en diferencias (0.13) puede resolverse, al menos, en dos formas
adicionales:

a) Iterando a

(=3)=-a(na-5). 215 p=1
En efecto
p-2) = -0 t)- oo
() A R
(m=3) = 0-a(n—3)=5 -0’
R
Por tanto 5 - (p2_ o

que coincide con el resultado (0.14).
b) Introduciendo la Funcion Generatriz ¥ (z) (z € C, |z| <1 ):
10" (2)

nl  0zn

o0
U(z) = anz” - Dp =
n=0 z=0

En efecto, multipliquemos ambos miembros de p, + (¢ — p) pn_1 = ¢
por z" y sumemos Vn > 1:

o0 o0 o0
> "+ (@ =)D a1zt =q> 2"
n=1 n=1 n=1
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la cual puede reescribirse en la forma

e} =1 0
n_ N . no_ — -
(nzzopnz po>+(q p)Z;)pnz G5 =4t a7—;

VU (z) satisface

V=) = 1—(}91——61)z<p+132>:1—(p1—q)211—p,:
1/2 1/2 1 & 1 &
_ iH(pQ—q)” n
n=0
Por tanto "
pn_1+(192—Q) a0

lo cual coincide con el resultado (0.14).

0.1. Programas en C++

solucion01.cc: Este programa puede usarse para generar puntos unifor-
memente distribuidos en el interior de una esfera de radio 3. En particular,
de acuerdo al problema 1, solo se genera un punto.

// solucionO1.cc

#include <cmath>

#include <iostream>

using namespace std;

const double DOSPI=2.0%M_PI,FACTOR=3.99,RADI0=3.0,UNTERCI0=1.0/3.0;
const double X_1=0.339;

double Semilla;

inline double& siguiente()

{
return Semilla*=FACTOR*(1.0 - Semilla);

}



CAPITULO 0. TAREA 0: PROBABILIDADES 15
int main()
{

double x0,x1,x2;

siguiente()=X_1; // Inicializa el generador

// de numeros al azar.

cout<<"x0 = "<<(xO=siguiente())<<endl;
cout<<"xl = "<<(xl=siguiente())<<endl;
cout<<"x2 = "<<(x2=siguiente())<<endl<<endl;

x0=RADI0*pow (x0,UNTERCIO) ;
x1=1.0 - 2.0%*x1,;
double temp=1.0 - x1*x1,x,y;
if ( ( temp>0 ) && ( (temp=sqrt(temp))>0 ) ) {
y=x0*temp;
x2*x=D0OSPI;
x=y*cos (x2) ;
y*=sin(x2) ;
} else x=y=0;

cout<<"Estos valores generan el punto (x,y,z):\n";

cout<<"x = "<<x<<"\ny = "<<y<<endl;
cout<<"z = "<<(x0%*x1)<<endl;

return O;

}

La ejecucion del programa anterior genera el resultado

x0 = 0.894075
x1 = 0.377872
x2 = 0.937988

Estos valores generan el punto (x,y,z):
x = 2.592b6

y = -1.06455

z = 0.705925
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solucion03.cc: Simulacién de una cadena de 10 personas. La proba-
bilidad de que una persona le transmita a su vecino la informacién que
posee se ha tomado igual a 0,9. Iterando 10°® veces se evalua el nimero
de veces que cada persona en la cadena recibe la respuesta correcta. Las
probabilidades simuladas de que una persona en particular haya recibido la
informacidn correcta se obtienen dividiendo por el nimero de iteraciones.
Ver problema 3.

// solucion03.cc

#include <cmath>

#include <cstdlib>

#include <ctime>

#include <iostream>

#include <vector>

using namespace std;

const double PVERDAD=0.9;

const double P_Q=2.0*PVERDAD - 1.0,RANDMAX1=floor (RAND_MAX + 1.5);
const size_t ITERACIONES=1000000U,N=10U;

inline double pTeo(size_t n)

{
return (1.0 + pow(P_Q,double(n)))/2.0;

¥

inline double rand01()

{
return rand()/RANDMAX1;

}

16
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int main()

{

vector<double> P(N);
size_t i=0;

while ( i<P.size() ) P[i++]=0;

bool p;
size_t j;
for ( j=0 ; jJ<ITERACIONES ; ++j ) {
srand(size_t(time((time_t *)0)));
p=true;
for ( i=0 ; i<P.size() ; ++i ) {
if ( rand01()>=PVERDAD ) p=!p;
P[i]+=( p==true );

X

¥

for ( i=(j=1U,0) ; i<P.size() ; ++i,++j ) {
cout<<’p’<<j<<" = "<<(P[i]/ITERACIONES)<<", ";
cout<<pTeo(j)<<endl;

3

return O;

+

Una ejecucion tipica de este programa genera la simulacion

pl =1 , 0.9

p2 = 0.824462, 0.82

p3 = 0.768136, 0.756

p4 = 0.855394, 0.7048
p5 = 0.91213 , 0.66384
p6 = 0.67505 , 0.631072
p7 = 0.586408, 0.604858
p8 = 0.498648, 0.583886
p9 = 0.586408, 0.567109
p10 = 0.586408, 0.553687

Los valores en la columna izquierda son el resultado de la simulacién mientras
aquellos en el extremo derecho son evaluados con la expresién teérica (1 4 0,8") /2
donde n =1,2,...,10



Capitulo 1

Tarea 1: Termodinamica

UNIVERSIDAD CENTRAL DE VENEZUELA 26 / 05 / 2004
FACULTAD DE CIENCIAS Prof. Félix Marin
ESCUELA DE FISICA Mecanica Estadistica

http://fisica.ciens.ucv.ve/felix/postgrado/
TAREA' N2 1

1. Elabore una discusion que involucre

a) Las Tres Leyes de la Termodindmica:

114 ”

12 Ley: Diferencias y Semejanzas con los “ conceptos equivalentes 7 en

Mecénica.

22 Ley: Maximo de la Entropia de un sistema aislado. Ciclo de Carnot.
Introduccion de escalas de temperatura.

3% Ley: Aplicacién de ésta a un sistema con estado fundamental degenera-
do. Consecuencias.

( 15 puntos )

2. El Experimento de Joule. ( 5 puntos )

Dado que la respuesta a esta tarea es de caracter personal
no intentamos una solucién posible a esta.

IFECHA DE ENTREGA: jueves 03 de junio de 2004.
No se aceptaran tareas realizadas en computador.
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Capitulo 2

Tarea 2: Gas Ideal Clasico

UNIVERSIDAD CENTRAL DE VENEZUELA 08 / 06 / 2004
FACULTAD DE CIENCIAS Prof. Félix Marin
ESCUELA DE FISICA Mecanica Estadistica

http://fisica.ciens.ucv.ve/felix/postgrado/
TAREA! N2 2

1. Considere un gas ideal cldsico que consiste de N particulas idénticas de
masa m en un recipiente de volumen V' a la temperatura T'. Cada particula
posee, aparte de su energia cinética, dos estados internos de energias +A /2
con A > 0.

a) Justifique a la expresién formal siguiente

D(E) =~y L ﬁ/d&-d"‘*d E—ivj LA
SN N ) = |2m 2"

como la correcta Densidad de Estados de Energia del gas en conside-

racion. ( 3 puntos )
SOLUCION:
Una expresion formal y conveniente para la densidad de estados viene
dada por
D(E) = i/E dE'D (E') (2.1)
0F J-x

La integracion corresponde al niumero total de estados con energia me-
nor que E tal que el problema se reduce a encontrar una expresion
equivalente para esta cantidad.

IFECHA DE ENTREGA: viernes 18 de junio de 2004.
No se aceptaran tareas realizadas en computador.

19
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Note que (7, p, o) con o = £1 es un punto en el espacio de fases de una
particula tal que el ntimero de estados en el elemento de volumen d¥dj
es Y ,uq drdp/h® = 2dFdb/R°.

En cada estado se pueden colocar dos particulas con energfas p?/2m +
A/2 y p?/2m — A/2 tal que la energia total del gas para una configu-
racién {(7;, s, 04)} dada es B = XN | (52/2m + 0;2A/2). Al realizar la
suma o/e integracion sobre el espacio de fases del gas es conveniente
anotar que permutaciones de particulas no generan un nuevo estado
puesto que ellas son idénticas. En consecuencia, el resultado de la su-
ma o/e integracién mencionada arriba es dividida por el nimero N! de
permutaciones de todas las particulas. Es decir

E / / 1 1 N 3, 13,

E;Yzl(5]2/2m+ajA/2)<E
1 TN SN |
donde 37y, significa suma sobre las 2N configuraciones del conjun-

to {o;}.

Reemplazando el resultado anterior en (2.1) se obtiene

1 1 X N N ﬁj? 1
g 1= i=

(2.2)
donde hemos usado la identidad d© (t) /dt = § (1).

Para un valor dado de E, la expresién (2.2) se anula si no es posible
anular el argumento de la delta de Dirac para ninguno de los valores
posibles de (p}, 0;). Por ejm. .., esobvioque D (E) = 0si B < —NA/2.
Ademads

00 1 1T Mo
| aED(E) = 5 ¥ 5 I1 [ dhd
—00 " {ou} -1

lo cual es el nimero total de estados para N particulas indistinguibles.

b) Demuestre que la expresién anterior se reduce a

VN o dt L, N o dp 3N
D(E) — ﬁ /_OO % it (eltA/Q + e—ltA/?) (/_OO %p e_‘tp2/2m>
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( 4 puntos )
SOLUCION:

Usando la representaciéon integral de Fourier para la delta de Dirac

5(@0):/()0 ﬁei“’t

—00 2T

en la expresién (2.2) ( la integracién espacial genera un factor multi-
plicativo V¥ ) se obtiene:

VN 1 X o dt it|E-Y" (72/2m+0;0/2
D) = X 1) ] el :

0027T

VN oo dt it oA/
-/ —e”f(Ze B

—00 27T {0}

N
(}LSLN H/dil%'z e_itzj‘\flﬁgg/?m)
i=1

N
VN oo dt —itoA/2 1 s itp2jam)
- l.mtl T (s Jareen)

o=%+1

y finalmente

N At g ,
D(E) — 4 / et eltE (eltA/2+ e—ltA/2)N <

N' —00 2
3N
/OO dp e itp?/2m
—0o h

c) Demuestre que la anterior puede reescribise en la forma

ONYN pico dh
_ db - ra
D(E) = — /_ioo o ¢

F(b) = bE+ Nlncosh (%)—wlnub)

donde \7!(b) = ( \/ 2mm/b ) /h. X (b) tiene dimensiones de longitud.
( 3 puntos )
SOLUCION:
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d)

Realizando el cambio de variables ¢t = —ib en la integracién sobre t
( ver expresién (2.3) ) se obtiene

VN i db i B N °°dp_2m3N
D(E) = T [, gm o [+ ] (/_oje ” ”)

VN i db o | bANTY
= 5 Lo _20051“(7)] x

3N
\/ 2m/b )
h/ / dp "
=
:\/?

Con A (b) = h/ y/2mm/b o b/? se obtiene

Ny N /ioo db sy

— €
| : ;
N. —ioco 271 (24>

A
F () = bE+ Nlncosh (%) —3N1nA\(b)

Use, para evaluar asintoticamente la integral anterior, el Método del
Descenso mas Rdpido y relacione la coordenada b del punto de ensilla-
dura (b,]—" (b)) con la temperatura absoluta 7. ( 4 puntos )

SOLUCION:

Basicamente, el método consiste en encontrar el valor bdeb que anula
la derivada de F (b) con el propésito de encontrar maximos de e Re7(®)
y reducir las oscilaciones de e/™7®) las cuales generan una cancela-
cidn de la contribucién importante alrededor del méximo de eRe7®),
Tal procedimiento provee una regién, alrededor de b = b, que genera
la contribucion mas importante a la integral en cuestion bajo ciertas
condiciones: Por ejm... N > 1 que es usualmente el caso de interes
en Mecanica Estadistica. El lector debe repasar la literatura adecuada

para completar esta brevisima descripcion.
En definitiva

DO | W

N
b

. 1 bA
]—“(b):O — E+§NAtanh<7>— — 0
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La correccién Gaussiana a la integral es omitida puesto que solo es-
tamos interesados en términos tales que [InD (E)] /N es finito en el
limite termodindmico ( limny—e (N/V) finito ) tal que

V—oo

mD(E) = NIn2+ NV —InN!'+1InF (b)
= NIn24+ NInV —InN! (2.5)

- bA _
+ bE + Nlncosh <b7> —3NIn\ (b)

b se obtiene a partir de la relacién

’6A>_3N_0 (2.6)

1
+ 5 an ( 5 o
Sin embargo, la temperatura absoluta T' se relaciona con la densidad
de estados D (E) a traves de la relacion 1/kgT = 0lnD (E) /OF la
cual equivale a la relacién termodindmica 1/T" = (9S/0E) , de lo
cual resulta obviamente que

Demuestre que la Energia E del gas viene dada por

E = §]\U{:BT— %NAtanh(

)
2 25T

( 1 punto )
SOLUCION:

Reemplazando b = 1/kgT en la expresién (2.6) se obtiene

3

E=—
2

1
. 2.
NET — - NA tanh (2I<:BT> (2.8)
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f)

Demuestre que la Ecuacion de Estado no es afectada por la estructura
interna actual de las particulas. ( 1 punto )

SOLUCION:

A partir de la expresién (2.5) para InD (E) podemos “ construir 7, en
relacién con el sistema en estudio, la primera ley de la termodindamica:

dQ = TdS=ksTd(InD)

=1

0lnD olnD olnD

n n n

= kgT E 4+ kgT kgT N
B oF dFE + kg v dV + kg ON d

la cual equivale a

aw

olnD olnD
dE =dQ — |kgT FTG dV—(—kBT N dN)]

Esta es la primera ley de la Termodinamica. Es decir
dE =dQ —dW =d@Q — PdV + pudN dW = PdV — udN
dW es el trabajo realizado por el sistema sobre el medio que lo circunda.

Py —p son las fuerzas generalizadas asociadas al volumen V' y al nu-
mero de particulas N, respectivamente:

0lnD

P = kT (;‘1/ ., (P: Presién ) (2.9)
0lnD

w = —kgT 6r]l\f , ( p: Potencial Quimico )  (2.10)

Usando las expresiones (2.9) y (2.5) obtendremos

O (NInV)

PV = NkgT 2.11
5 B (2.11)

P =kgT

la cual es la ecuacion de estado usual para el gas ideal cléasico.

Note que A = 0 no corresponde a esta situacién porque aun sobreviven
los dos estados internos con energia nula. Esta diferencia se hace visible,
por ejm. .., en la expresion del potencial quimico.
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9)

Pruebe que el Potencial Quimico p viene dado por

2cosh(A/2kBT)> _ n N A\pp = A(E)

= —kgT In < v

3
nA\hp

App es la Longitud de Onda Térmica de De Broglie. (2 puntos )

SOLUCION:

Usando las expresiones (2.10) y (2.5) obtendremos

n = —kBT
LONIn2+ NInV —In N+ Nlncosh (A/2kpT) = 3N In A (1/kpT)]
ON

= —kBT[ln2+an—lnN—|—lncosh< )—3ln)\DB

A
2kpT

~ Th <2V cosh (A/2kBT)>

donde

A z)\( ! )— f
PE=2\kgT) ~ V2rnmkgT

es la Longitud de Onda Térmica de De Broglie. Finalmente

2 cosh (A/QkBT)> (2.12)

= —kgT1
: N n( ")‘?bB

donde n = lim~y—w N/V es la densidad de particulas.

V—oo
Considere el caso A = 0. Argumente fisicamente por qué el potencial
quimico debe ser negativo y grande en magnitud para considerar al
gas dentro del dmbito clasico. Establezca un criterio para obtener una
temperatura por encima de la cual es correcto considerar al gas como
clasico. Discuta la Fisica de esta temperatura. ( 1 punto )

SOLUCION:

En este caso, u se reduce a

2
= —kgT1
: " n(")‘?b3>

d = n Y% es una medida de la separacidn entre particulas. Por e-
llo resulta ser un pardmetro adecuado para la discusién ( en relacién
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con Apg ):

d
p = —3kgT'In (21/3 —)
>\DB

App es una medida de la localizacién de la particula y efectos cudnticos
son despreciables en la medida en que A\pg < d lo cual significa que u <
0. En caso contrario, no se puede distinguir la individualidad de las
particulas y por tanto es estrictamente necesario considerar globalmente
al gas al momento de extraer consecuencias mecanico-estadisticas: Este
es el caso de las estadisticas cudnticas.

Puesto que Apg oc m~/? y oc T2, es claro que particulas mas pesadas
y/o altas temperaturas favorece la tendencia a considerar al gas como
un sistema clasico: Un caso notable, por ejm. .., donde esta conducta
no se cumple es el gas de electrones a bajas temperaturas.

Un criterio de validez del caracter clasico del gas se obtiene al cruzar
la frontera con A\pg ~ d: Por ejm... App < d significa

L R L (“0>2 i
V' 2mmkgT b ormd® " m \d 2mea

ap = 0,529 A es el radio de Bohr y m. es la masa del electrén.
h?/2m.a2 = 13,6 eV es la energia de ionizacion del dtomo de hidrégeno.
1 eV ~ 11605 K con kg = 1. Asi mismo

h2

47 > =41 x 13,6 x 11605 K ~ 1,98 x 10°K  con kg =1
2meaj

El gas puede considerarse clasico a temperaturas 1" que satisfacen

2
T 198 x 10° x e <@> K (2.13)
m \d
Por ejm. .., para el Oxigeno el numero de masa es 16 lo cual signifi-

ca me/m ~ 1/ (16 x 1,8361) y supongamos que d/ag ~ 20. Entonces

1,98 x 10°
T ! K =  T>1685K
> 16 x 1.8361 x 400 > 168,5

mientras para un gas de electrones ( m = m, ) la region cldsica ocurre
a muy altas temperaturas.
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i) Retornando al caso A > 0: ; Mejora la posibilidad de considerar al gas

como clasico 7. Discuta su respuesta. ( 1 punto )
SOLUCION:
Recordemos que en este caso
2 cosh (A/2kgT
M:—@Tm<0%(3/3)>
nApp

Puesto que el factor cosh (A/2kgT’) > 1 es claro que su presencia favo-
rece el caracter negativo del potencial quimico p y por tanto el caracter

clasico del gas en consideracion.

Ejercicios adicionales

Ejercicio 2.1

Un gas ideal cldsico de electrones estd confinado a un tubo, cuyo
eje descansa a lo largo del eje z, de seccién transversal A. Cada par-
ticula tiene masa m y carga —e < 0. Un fondo de cargas positivas,
en reposo, es distribuido uniformemente en el interior del tubo con el
tnico proposito de mantener la neutralidad eléctrica. Suponga que una
corriente eléctrica I = — (neA/m) >_; p;. circula por el tubo a lo largo
del eje z. n = limn—w N/V es la densidad de particulas. N y V es el
nimero de partl'culavs_iyooel volumen del sistema, respectivamente. p;, es la
componente z del momento lineal de la i-ésima particula.

1. Evalue la densidad de estados D (E, I) del sistema para valores dados
de la energia F y la corriente eléctrica I.

2. Evalue la energia F del sistema en términos de la corriente eléctrica 1
y la temperatura T'.

3. Suponga que el niumero de particulas N y el volumen V' permanecen
constantes. Evalue el calor especifico dQ/dT

a) a corriente eléctrica constante ( C7 )
b) 'y a energia constante ( Cp ).

CION:

SOLU

1.

Es obvio, de la solucién de la tarea, que D (F, I) viene dada por

1 s neA

p?
2m
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Usemos, en la expresion anterior, la representacion de Fourier de la delta de

Dirac: it
(5 — T iwt
(W) —00 2
D (E,I) se reduce a
© dt y(B-S p2/om
D(E,I) = N'h3N /Hdpz /_m%e( >o.p3/2m) o

/oo g oo g eif[]+(neA/m) Zipiz]

_ / / Gi(tE+ED)
N‘hSN o] 27'('

/Hdd —12 tp2/2m §neAplz/m]

hS

N' /—oo 2 J-
2N
_ / i(tE+§]) / dp —1tp2/2m >
0o 27'(' 0o h

% d N
pZ (tpz/2m §neApZ/m)‘|
h

N
% ol (tE+ED) [ dp (tp2/2m—£neApz/m)1

La integracion sobre p, viene dada por

T = / d]fz (tpz/Qm—EneApz/m) _ /OO % e—(it/2m)(p§—2§neApz/t)

—x h
- / b= —t/2m) (0 —ne Ap. /02 —€2 (e 17]
w h
i€ (med)?/2me / d}}jz itp?/2m

Con la definicién

L odpe wem _a b e
A(b)—/oo h — MO =hyo xb
se obtiene

/ I(EEHED=3N In A(it) +iN [(neA)® /2m]€? /i
[e’e) 27'(' —
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En el limite termodinamico, la contribucién mas importante del integran-
do ocurre para aquellos valores ¢ y £ de t y &, respectivamente, donde las
derivadas del argumento de la exponencial se anulan:

N A2 (8
g SNy e (Y (2.14)
2t 2m t
A? ¢
v A ey (2.15)
m
cuyas soluciones son
- N/2
[ - - 3N/ i (2.16)
E —mI?/2N (neA)
- I - 1 3N/2
§ = - - / Ji(2.17)
N (neA) N (neA)” E —mlI?/2N (neA)
Asi mismo ( salvo factores irrelevantes en el limite termodindmico ):
A oL (ned)? @2
InD (E,I)=In (ﬁ> +i (B + €1) — BN In A (if) +iN o (218)

Usando los resultados (2.16) y (2.17)

InD(E,I) = ln<VN —3Nln)\(it + it E+§I+N(neA) (i)]

ﬁ) ? 2m t
VN ~ ml?
= In[{— ] —3NIn\|(it it —
n(N!> 3N In (1 +1 oN (neA)Q]
N
- ln<%>—3Nln)\(it +2N

VNY 3N . [2E\ 3 - mI?
= In|{—|+—h|—|+=N, E=F———
( N! ) 2 (3N> 2 2N (neA)”
En la dltima linea de esta expresién no tomamos en cuenta los factores que
son irrelevantes en el limite termodinamico. Por tanto, en este limite

VNEISN/Q 3N/2 _ I2
D(E,I) = c  E=p-" (2.19)
N! 2N (neA)
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2. Con el resultado anterior y

1 OlnD 0O0lnD 3N ~ 3
kg~ OF OF  2F 2P

se obtiene
B3 Ngr " (2.20)
T2 2N (neA)” '
Este resultado tambien puede obtenerse a partir de (2.18):
1 olnD .
ot =it 2.21
kT OE (2:21)

lo cual puede combinarse con la expresién (2.16) para generar el resultado
final dado en (2.20).

Note que E no depende del sentido de la corriente eléctrica sino de su mag-
nitud.
3. Escribamos la primera ley de la termodinamica considerando a £ e I como
las variables del sistema:
0lnD 0lnD
dE + kgT
o T

Puesto que 1/kgT = 0InD/OE y ( ver (2.17) y (2.21) )

df

dQ = kgT dInD = kT

o0lnD ml ~ mli
= kpT (i€) = kT |- ——il| = — ——
o1 = kel (i€) = ko l N(neA)“] N (neA)?

la primera ley de la termodindmica se reduce a

Fr =kgT

m
d@)Q =dE — ——= IdI 2.22
@ N (neA)? (2.22)

Fy es la fuerza generalizada asociada a la corriente eléctrica I.

a) Cuando I es constante, (2.22) se reduce ad(@) = dE. Por tanto

dE 3
_dr _ 3 2.23
Cr = 2= =5 Nka (2.23)

donde hemos usado (2.20) con I constante.
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b) Cuando E es constante, (2.22) se reduce a

— m — _ m— 2
Q= N (neA)? fdl=d l 2N (neA)? ! ]

Usando (2.20) con E constante se obtiene

Cp = gNkB (2.24)
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UNIVERSIDAD CENTRAL DE VENEZUELA 04 / 07 / 2004
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ESCUELA DE FISICA Mecanica Estadistica

http://fisica.ciens.ucv.ve/felix/postgrado/
TAREA! N2 3

1. Considere un gas ideal cldsico que consiste de N particulas idénticas de
masa m en un recipiente de volumen V' y en equilibrio termodinamico a
la temperatura 7. Cada particula posee un momento magnético que solo
puede tomar los valores +u2 tal que (7,p, o) es un punto en el espacio de
fases de una particula. u > 0y o puede tomar los valores £1. La energia del
gas, para una configuracion dada {(7;, 5;, 0;) }, viene dada por Y | 52 /2m —
JM?2)2Np?con J >0y M = u SN | 0;. Mes la componente z del momento
magnético total del gas.

a) Evalue la funcion de particion Z, en el conjunto candénico, para este
sistema. ( 4 puntos )

SOLUCION: Esta viene dada por

Z I d%id%i e—,@(zip?/2m—JM2/2N,u2—H./\/l)
h3N

1
Z=—
|

Nt

donde M = u>>,0; con 0, = +1. Hemos agregado un campo mag-
nético H ( H — 07 ) el cual aparece con el propdsito de facilitar la
evaluacién posterior de (M) ( rompimiento de simetria ).

lrECHA DE ENTREGA: lunes 11 de julio de 2004.
No se aceptaran tareas realizadas en computador.

32
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Puesto que los grados de libertad de traslacién y magnéticos no inte-
ractuan, la funcién de particién se reduce a Z = Z;, Z,qy donde

7o = Lop h ( Ver Capitulo 2 )
o= —— = er Capitulo
t N DB = kT P

Tag = . BIM2NW?+HM) _ ¥ QBHRY 0 eﬁj(ziai>2/2N
{oi} {oi}

Usando resultados del Apéndice B, Z,,,, puede reescribirse en la si-
guiente forma:

Zmag = Z PHEY ;o e_m2/4+( V BI/2N Zzgz)m

1 /00 d
—— xr
o3 21 Jo

1 /00 a2 (WHJH/ BJ/2N x)z.ai
dz e™* /4 e ’
2\/ m —00 {OZ;}

—x2/4

1 00
= 7/ dx e
21 Joso
N
[65MH+ v/ BJ/2N z i e—(ﬂuHJr \/ BJ/2N z)]

N
/4 |:2008h (ﬂuH+ \/ Qﬁ; )]

N 00
_ 2 / dr @)
271 Jox

donde

(b(:ﬂ):—i:ﬁjt]\fln (cosh (ﬁ,uH+ % a:))

Para completar la evaluaciéon de Z,,44 solo es necesario conocer el punto
de ensilladura (Z,¢ (%)) de la integral ( ¢’ (Z) = 0 ) tal que, en el limite
termodinamico,

InZ0g = NIn2+ ¢ (7)

T es determinado por la ecuacion

BJIN BJ
—ix —— tah(ﬁ HH/QN) 0 (3.1)
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b)

En conclusion, la funcién de particion Z del sistema viene dada por

Ny\—3N B
7 = YVoB gvem) =P
NI 2nkmT (3.2)

T es determinado por la Ec. (3.1)

Determine la ecuacién de estado. ( 2 puntos )
SOLUCION: Usando el resultado (3.2) y la definicién de la presién P

como fuerza generalizada, se obtiene:

oz _ 0l (V™)

P = kT kgl —— 7
BE Tov B ov

PV = NkpT (3.3)

Este es el resultado usual de un gas ideal el cual se obtiene aqui puesto
que los grados de libertad de traslaciéon y magnéticos estan desacopla-
dos.

Evalue el valor medio (M). Estudie en detalle su dependencia con la
temperatura. ( 4 puntos )

SOLUCION:

Zir Xio} {eﬁ("MQ/QN“”HM) M}
(M) = lim :

H0t  Zyy gy €PN AN THM)

’ ﬁ—la{z{gi} eﬁ(JM2/2NM2+HM)}/8H
= 1m

H—0+ E{Ui} eB(JM?2/2Np2+HM)

a 2 2
— ‘ B(JM?/2Np2+HM
= kpT I}Lm+ In E e ( )

o+ OH

{o:}
olnZ
= kT lim T2
B Hl—r>%+ OH
— kT lim 0¢(z,H) 0% +8q§(x,H)

H—0+ or oH oH
—_——

=0
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En esta expresién hemos usado la notacién ¢ (Z, H) ( en vez de ¢ (Z) )
para enfatizar que T depende de H a traves de la Ec. (3.1). (M) viene
dado por

, BJ
(M) = kBTF}EI&+Ntanh (ﬁuH—i— o * B

| BJ 1_ /] 2 | N _

En la dltima linea hemos tomado el limite H — 07 tal que ( sin com-
plicar la notacién )  corresponde a este caso limite:

I
T = N n H—0"

Reemplazando este resultado en la Ec. (3.1) se obtiene:

(M) J (M)

—— =tanh | — — H—-0" = >0

N T V) (H— (M) 20)

(3.4)
La temperatura de transiciéon magnética T, se obtiene como
J (M)
1= lim ———— tanh | — ——= = kgT.=J

oo (M) N <kBT N,u) B
T—»TC_

La Ec. (3.4) describe una transicion de fase de sequndo orden’ la cual
tiene soluciones con (M) = 0 que corresponden al estado normal ( no
magnético ). Dejamos al lector la tarea de demostrar que las soluciones
magnéticas, con [(M)| > 0, son mas estables, en el sentido termodiné-
mico, en el rango de temperaturas 0 < 7T < T..

En conclusion, la ecuacion que describe la transicion magnética elabo-
rada con los argumentos de arriba viene dada por:

mztanh(?), mzw tzz

( Ver Figura 3.1)

'El pardmetro de orden (M) — 0 cuando T — T, . En contraste, en transiciones de
fase de primer orden el parametro de orden “ cae abruptamente ” a cero para valores
deT < “T.” donde “T.” = J/kg.
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m = %“
1
MAGNETICO NO MAGNETICO
0 1 = TZC

Figura 3.1: Variacién de m vs. t obtenida a partir de la Ec.(3.5).

2. Considere un gas ideal relativista ( cldsico ) que consiste de N particulas
monoatomicas idénticas. La masa en reposo de cada particula es m. Tal gas
estd confinado a un recipiente de volumen V' y se encuentra en equilibrio
termodinamico a la temperatura 7. La energia por particula viene dada

por Ez = c/ p?+ (mc)2 donde p’es el momento lineal de la particula. ¢ es
la velocidad de la luz.

a) Evalue la funcion de particion Zg, en el conjunto candénico, para este
sistema y discuta la validez de la aproximacién clésica. ( 4 puntos )

SOLUCION:

Zr viene dada por

Ir = N'/H

VN TrmeN? —Bme /AL N
_'ﬁ¢CF>/@e

drz dpz _ N

2 2
z 1€ pi—i-(mc)

= —— €

I N
VY Ngme | (MmN [ —ﬁch(\/p?T _1)
NI Cﬁ)/®e

N
_ o~ Npme® (@)3 /Oo dp 4mp? e_ﬁmCQ( Vi _1)]
h 0

NI
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_ VN —NpBmc? 1 ood 4 2 _ﬁmc2(\/p2+l —1) e w
= ﬁ e E /0 panp e

—Bmce

) VN)\}_%?)N )\ ﬂ
N! 7 " m

o

Agr viene dado por:

Con el cambio de variables ( p = senh 6 ) se obtiene

1 o oo
pYA = 47w ;—3m /0 df cosh (#) senh? () e~*cosh?
= —Ar od [ 40 senh? (0) e_O‘COSh(’}
A2 da Lo

S a da
47 e® 5 4 Ky ()
- )\?n o [—O& K2 (Oé)} = E o

donde K, (2) es una funcién de Bessel modificada®. En esta derivacién
hemos usado ( la numeracién resaltada corresponde a la referencia en
pie de pag. 2 )

_ w2 (z/2)

(9.6.23): K, (2) = /eﬁmwgm%@m
0

I'(v+1/2)
1
§RV>—§, |argz|<g

1d

k
; dZ) [Z_y Rz K, (Z)} _ vk ez’(u—i—k)w Kyih (Z) :

(9.6.28): <

k=0,1,2,...

2Ver Handbook of Mathematical Functions with Formulas, Graphs, and Mathematical Tables,
Ed. por M. Abramowitz e I. A. Stegun. Dover 1965.
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y propiedades de la funcién Gamma: I'(z+1) = 2I'(2) con z #
0,-1,-2,...yT'(1/2) = /7 .

En conclusion

(3.6)

e 13 mc?
Ar = A (4m) 73 l—} , o a =

K2 (Oé)

Para estudiar la validez de la aprozimacion cldsica es conveniente estu-
diar la entropia S puesto que es bien conocido que esta adquiere valores
negativos debajo de cierta temperatura que denotaremos 7z:

S 1 E 1 ahlZR
Nkp N(kBT+nR> N<ﬁ o +HR>
1 ahlZR 1
= _No‘< 3o —EIHZR>
1 ,(10WmZzg 1
= N (a Do —@IHZR>

N N

B 1 ,0('InZg) 5,0 ( InZg
N Oa “ oa \”

Puesto que solo estamos interesados en el limite termodinamico

o ()

s/kp = 1‘\}]1:11:;12 ( g ) , n, s finitos
57% \ Nkg
podemos reescribir (en tal limite ) (In Zg) /N de forma tal que
~ NInN-N
—
mZr  —Na+NkhV -3NInAg— In(N!)
N N
— —a—Inn—-3nAg=—-a—In (n)\?j%)
Por tanto
S _ 2 0 -1 3
o —o o —1—a "In (nAR)}
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3
= a? 82 la—l In <n>\m> +a'lna—1—-a'nkK, (a)]
o

4
n3 K, (a
= —In <4—:> —Ina+1+mnK;(a) _Q#Eoz;
7’l)\3 Kl (Oé) 2
= —In[—2] -1 1+InK —a |- S
n<47r> na+ 1+ kK, («) a[ K@ a
donde hemos usado
K
(9.6.26): K. (z) = K, (2) — = - (2) (3.7)
La expresion para s/kg resulta ser:
s n\3
S T i) D
kB n( 47 ) + (OZ)
D(a) = 3—Ina+InKs(a)+a Ki (o)
K> (a)
Usando las relaciones
(9.6.8): Ko(2) ~—Inz, z—0
1 1 \77
(9.6.9): Ky(z)wﬁf‘(l/)(iz) ; vfijo, Rv>0, 2z—0
(3.8)

(9.7.2): K, (z) ~ \/g o7 [1+ 58_21 L0 —2!1()8(25)2— 9,

3
§=47, |argz| < 7” 2] — oo (3.9)
podemos obtener la conducta de D («) en los casos limites a > 1 ( bajas
temperaturas: kg7 < mc? )y a > 0 ( altas temperaturas: kgT >
mc? ):
3

——Ina, a > 1, ( kg < mc®
D(Oz)N 2 ( )

—3lna , a = 0, (kBT>>m02)

El lector puede demostrar que D («) es una funcién decreciente con «
( ver Figura 3.2 ) y que se anula en o ~ 4,907545032. Por tanto la
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D (a) vs.

Dialpha
|

D(alpha) vs. alpha

Figura 3.2: Variacién de D («) como funcién de a. La regién mas favorable a la
aproximacién clasica corresponde a aquella que es cercana al eje vertical y “ muy
alejada hacia abajo ” del eje horizontal.
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condicién de validez de la aproximacion clésica s/kg > 0 equivale a:
'3\, e P8 « (47?)1/3

En los casos limites:

» Bajas temperaturas ( kpT < mc? ):

h 2
(47 o, o2 =l l/2 = i/t [

h
— 3 _=2 /9
" ok T m
—_— ———

ADB
App es la longitud de onda térmica de De Broglie usual ( en el

limite del gas ideal clésico no relativista ). La condicién de validez
de la aproximacion cldsica se reduce a®:

>\DB 2 1/6 )
< | = ~ 0,9275, kT < mc (3.10)
n=1/3 T

Note que, como se espera, el resultado es independiente de la ve-
locidad de la luz c.

» Altas temperaturas ( kpT > mc? ):

2
AmYS > iy, o) = 18y o = n1/3£ me

me kgT
hc
_ 13 he 1/3
= n (27T1/3kBT> 2w

El factor entre paréntesis corresponde a la longitud térmica A,
tipica en el limite ultrarrelativista:

o0 dp i/ he
Mo = | [ el S0 —
[0 ¢ A 2713k T

La condicién de validez de la aproximacion clasica, en este caso
limite, se reduce a:

)\UT —
T <27 m0,7937,  kpT > me® (3.11)
n

3,,—1/3

n es una medida de la separacién interparticula.



CAPITULO 3. TAREA 3: GAS IDEAL CLASICO ( CONTINUACION ) 42

Note que, como se espera, el resultado es independiente de la masa
en reposo m.

Con estos resultados y con la ayuda de la Figura 3.2 podemos concluir
que altas temperaturas y/o bajas densidades son favorables
a la validez de la aproximacion clasica.

Nitrégeno ( N )

T ~ 300K ~ Temperatura Ambiente

dinas
~  Presién Atmosférica*

P o~ 10° —;
c1m

N 55 5 101 moléculas

cm?
m 4,65 x 10723 gm 51 % 10
Me 9,10908 x 10-28 gm ’

( me es la masa del electrén )

dpp ~ 3,42x 1077 cm = 342 A

Cuadro 3.1: Parametros tipicos del gas de moléculas de nitrégeno ( Ny ) a tempe-
ratura y presion ambiente. Ver Fisica Estadistica. Berkeley Physics Course. Vol. 5.
Capitulo 1. F. Reif. Editorial Reverté S.A. 1969.

Por ejm. .., usando valores tipicos de un gas de nitrégeno a presion at-
mosférica ( ver Cuadro 3.1 ) se obtiene ( ag: Radio de Bohr ~ 0,529 A )

\ h 4 e h?/ (2mea?) "
= —_— 7T _—
bB V 2rmkeT m kgl 0

[ 13,6 x 11605
~ 2r!'/? ’ ~[0.36
" \/5,1 x10f 300 T[22

4] atmésfera = 760 mm Hg = 1,01325 x 10° dlnz;s
cm



CAPITULO 3. TAREA 3: GAS IDEAL CLASICO ( CONTINUACION ) 43

3,9x103 A
——

\ B 1 h MeC?
o3 me kgT

1 39x10730,5 x 10% x 11605

_ = ’ ~| 4,86 x 10*
2713 0,529 300 o W

19\—1/3 8

s (2,5 x 10") x 10 N erem

" 0.529 o o2 o

Es obvio que gas nitrégeno, a temperatura y presién ambiente, se en-
cuentra en el limite del gas clasico no relativista.

Determine la ecuacion de estado. ( 1 punto )
SOLUCION:

En términos de la funcién de particién (3.6), la presién P viene dada
por

0lnZ O(NInV) N
ey TP v v
Por tanto
PV = NkgT, ( Ecuacién de Estado ) (3.12)

Evalue la energia media del gas E y los calores especificos a volumen
constante Cy y a presion constante Cp. ( 2 puntos )

SOLUCION:

En términos de la funcién de particién (3.6), la energia media E viene
dada por

~ Omz 0z 5,0 K, (o)
E = a3 = —mc S me %0 [N1n<7a

_ > |1 Ks(a)

= Nmc [a K, ()

Usando la relacion (3.7) se obtiene

8 1| MR =

E = Nmc? [— + a=— (3.13)
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A bajas temperaturas ( kg7 < mc?)

3 1+3/8a—15/128a2
E ~ Nmc |=
me [a 1 15/8a + 10512802

~ ch2{§+[1+i— o H1—<E+ Lo >+ 225”
- a Sa  128a2 Sa 12802 6402

1 1
§+<1—i+—5)]:ch2<1+i+—5>

«a 200 82 200 8a?

~ Nmd®

donde hemos usado la expresion (3.9). En consecuencia

15 mc?

2
3
ENNmC2+§NkBT+§NmC2 <ﬁ> s kBT<<mC2
B

Nmc? es la energfa en reposo. La contribuciéon 3NkgT'/2 es el resultado
para un gas ideal cldsico con energfa, por particula, €5 = p*/2m lo
cual lo hace consistente con el Teorema de FEquiparticion: una con-
tribucion kgT'/2 por término cuadrdtico, y por particula, en e;. Este
resultado es razonable puesto que a bajas temperaturas la contribucion
mas importante proviene de la region p ~ 0 donde ¢/ p? + (mc)2 R~
mc2+p?/2m. El término o< T2 es una correccién a bajas temperaturas®
del resultado clasico no relativista.

A altas temperaturas ( kg7 > mc? ) y usando la expresion (3.8)

3 T1)(a/2)7'/2 3 1
E ~ Nmc|=+ (1) (a/ )_2/ :ch2[—+—a}
a T'(2)(a/2)7)2 a2
y por tanto
E o 3NKsT + = Nme? [ kpT > mc’
B 9 mc kBT y B mc

En este caso la contribucién importante proviene de la region p > mec.

En tal limite, ¢ \/ p? + (mc)2 ~ pc tal que las particulas se comportan
de manera similar a un gas de osciladores armonicos a altas tempera-
turas® ( por ejm... fonones, fotones, etc... ). La contribucién 3NkgT
es consistente con el teorema de Equiparticiéon: N x (3 x 2) x (kgT'/2)

2

)

5Note que en esta aproximacién, “ bajas temperaturas ” se refiere a la comparacién con mc
aun cuando la temperatura es, todavia, suficientemente alta para garantizar el limite clasico.
6Esta situacién se visualiza con claridad si se reescribe, por ejm, la funcién de particién de
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y da lugar a la Ley de Dulong y Petit ( dE/dT = 3Nkg ). El térmi-
no oc ! es una correccion a altas temperaturas del resultado clésico
no relativista.

El calor especifico C se define por la relacién C' =dQ)/dT donde d@ es
el calor absorbido ( emitido ) por el sistema cuando la temperatura va-
ria una cantidad d7'. De acuerdo a la primera ley de la termodindmica
se cumple, en el presente caso, que

dQ = dE + PdV (3.14)

dFE es la variacion de la energia y PdV es el trabajo que realiza el
sistema sobre el ambiente que lo rodea debido a la variacion dV del
volumen.

solo un oscilador armoénico unidimensional clasico en diferentes formas equivalentes. En efecto

[ o 2 1 dp, d
Zoac. = / / exp (—ﬂ |:§_'er + 5 mw2x2:|) %
o0 o0 2 2
_g|Pe Py dpe dpy
/—oo /—oo P < P lZm * 2m]> h mw

_ h /e—ﬁﬁQ/zmd_%_(”h/mw)z

— hQ - T Zp.l. en 2D.

mw

52 2m B 7
Zp.l. en 2D. z/e Bp?/2 2_2

donde hemos realizado el cambio de variables © — p,/mw. Zp . en 2p es la funcién de particién
de una particula libre en dos dimensiones y, en relaciéon con el calculo de la energia media, el
oscilador arménico unidimensional se comporta como una particula libre, en dos dimensiones,
confinada a una regién de dimensién lineal equivalente a / h/mw . Asi mismo

1

o 1 jo%s)
Zoael. = T / e_ﬂPQ/Qm 2rpdp = —— / e_ﬁpz/Qmpdp
hmw - Jo hmv J,

donde v = w/2x. Con el cambio de variables p — v/ 2mc pgl/ ? se obtiene

c c e A/2
Zo a.c 7 _5pmcd r — =3 —5|Pz|cd r — oo 1 Z
.a.cl. h J, € D ohw | € D = dz f1D
donde Zpp = / / e Blpzlc dpy AT , A= & _zme
—00 J —0o0 h v w

Z#1p es la funcién de particién de una particula ultrarelativista ( €, = ¢ |p,| ) en una dimensién.
En relacién con el calculo de la energia media, el oscilador arménico unidimensional se comporta
como un particula ultrarelativista ( fotén ), en una dimensién, confinada a una regién de di-
mension lineal equivalente a A/2 = ¢/2v = wc/w.



CAPITULO 3. TAREA 3: GAS IDEAL CLASICO ( CONTINUACION ) 46

Cuando V' es constante, (3.14) se reduce ad@) = dFE y por tanto el
calor especifico a volumen constante Cy (T') se reduce a

2
Cy (T) = dE_dEdoz_dE( mc)

AT~ da AT~ da \ kgT?
2 K/ K K!
— kg mc _ Nme? [_3 1 (@) _ 1(a2) 2(04)]
(ksT) a® Ky (a) K3 (@)

Usando la identidad (3.7), esta se reduce a

mc2 2
CV (T) - NkB <kB—T> X

3 Ko(o) Ki(a) [Ki(w)]?
{E+ Ko (o) oK, (a) - lKQ (a)] } (3.15)

Note que la primera ley de la Termodindmica (3.14) puede reescribirse
en la forma

dQ = Cy (T) dT + PdV (3.16)

Cuando P es constante, (3.14) se reduce a dQ = d(E + PV) = dE +
Nkg dT" donde hemos usado la ecuacién de estado (3.12). Por tanto el
calor especifico a presion constante Cp (T') se reduce a’

dE

"H = E + PV es la Entalpia del sistema. Esta funcién de estado suele ser 1itil en procesos
que evolucionan bajo presién constante. Por ejm..., algunas reacciones quimicas, etc... En
términos de la entalpia el calor especifico a presién constante viene dado por Cp (T') = dH/dT.
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Cp(T) = Cy (T) + Nkg
(3.17)
Cy (T) viene dado por la expresién (3.15)

Note que la primera ley de la Termodindmica (3.14) puede reescribirse
en la forma

dQ =Cp(T)dT —V dP (3.18)
Encuentre la relacién entre volumen V' y temperatura T cuando este
gas es sometido a un proceso adiabdtico. ( 3 puntos )
SOLUCION:

En un proceso adiabatico el sistema no absorbe ni emite calor: La
energia transferida al sistema solo ocurre debido a variacion de los
parametros externos del mismo. Por tanto se cumple qued@ = 0 y las
expresiones (3.16) y (3.18) se reducen, respectivamente, a

Cyv(T)dT = —PdV
Cp(T)dT = VdP

las cuales se combinan para dar lugar al resultado

Cp (T) VdP  d(InP)

WEC T T Py T T amy)

cuya integracion conduce a
PV = constante

Con la ecuacién de estado (3.12) ( P = NkgT'/V ) se obtiene

TV =1 = constante, v(T) =

Cv (T) (3.19)
Ver resultados (3.15) y (3.17)

Por ejm. .., con la temperatura Ty y volumen Vy de referencias esta

equivale a
Ty (T)-1 — TOVOW(To)—l
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Explique las siguientes aproximaciones en el Modelo de Ising ( una descrip-
cién breve del modelo puede verse en el Cuadro 4.1 de la pag. 51 ):

1. Campo Medio o Molecular

SOLUCION: En esta aproximacion solo se toman en cuenta fluctuaciones de
espin, alrededor del valor medio, de una manera limitada. En otras palabras,
se supone que el reemplazo Sz, — (Si,) es una aproximacién razonable al
estudio de la transicién de fase magnética. Ello supone que los estados rele-
vantes a la construccion de tal fase son aquellos que corresponden a valores
de la componente z del momento magnético que son cercanos a —gup (Ss.)-
Tal aproximacién puede ser introducida en forma simple si escribimos Sz,
en la forma:

donde consideramos a (Sz.) como un término de orden cero y a la desvia-
cion Sz, — (Si.) como un término de orden uno tal que en un producto
como S;;,S7. no tomamos en cuenta los términos de orden dos:

~ <S7ﬁZ> <SﬁZ> + <sz> (Sﬁz - <SﬁZ>) + (sz - <sz>) <SﬁZ>
= — (Siz) (Siz) + (Siz) Siz + Sz (Siz)

IFECHA DE ENTREGA: jueves 22 de julio de 2004.
No se aceptaran tareas realizadas en computador.

48
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Reemplazando este resultado en el hamiltoniano (4.3) se obtiene el hamil-
toniano Hgpy en la aproximacién de campo medio o molecular:

Hens = % 33 (= 7) (Sa) (Se) = 3 S 30 (71 = 11) (Sic)

el cual describe un sistema de espines no interactuantes en presencia de un
campo magnético efectivo

— LSy (S

guB

Para el caso ferromagnético ( (Sz,) = M, Vil ) con interaccién solo entre
vecinos mas cercanos ( J(m —mn)=J >0), Hop se reduce a

1
How = 5 NzJM? = 2JM Y Sq.

z es el nimero de vecinos mas cercanos a un sitio dado. Para el caso de
espin 1/2 la evaluacion autoconsistente de M se reduce a ( 1/kgT = )

Tt (e_IB[—ZJMSﬁz]SﬁZ) (=1/2) e BTM/2 | (1/2) oB=IM/2
- Try (e Pl-27MS5]) - o B2IM/[2 | ofzIM]2

1 zJ | M|
|M| = 5 tanh ( T ) (4.1)

cuya solucion define completamente la dependencia de M con la tempera-
tura T' y los pardmetros del sistema. Note que =M son soluciones de esta
ecuacién y M (T') = 0 VT describe el estado normal ( ausencia de magne-
tismo ). La solucién corresponde a aquella que minimiza la energia libre de
Helmholtz. La Figura 4.1 muestra la solucién de (4.1).

A T = 0K se obtiene
IM (T =0K)|=1/2

y la temperatura de transicion T, viene dada por limy .- M (T') = 0 don-
de M (T) es la solucién no nula:

1 tanh (2J M /2kgT) zJ 1
1 = 1/ — = k Tc == - J
o 2 M Aip T, ; Ble =7~
M—0
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M (T) A

M (0)
1

Te

>
>

1
Figura 4.1: Variacion, con la temperatura, del momemto magnético medio.

El resultado (4.1) puede obtenerse, en forma equivalente, por minimiza-
cién de la energia libre de Helmholtz Foyy respecto de M: OF ¢y /OM = 0.
Fey viene dada por

1
Fon = —kgTIn Tr (e #Hen) = 5 NzJM? — kpT'In Tr ((o7*/M 2557
1
= 3 NzJM? —kgTIn Tr <H eﬁzJMsﬁz>
1
= 3 NzJM? —kgTIn ] Tz (eﬁzJMsﬁz)

= %NZJMQ — kBTZIH Tr;; (eﬁzJMsﬁz)

— %NZJMQ —kpT > In (2 cosh <5Z‘]T‘M‘>>

1 J|M
Fey = —NkgT'In2 + 5 NzJM? — NkgT'In <cosh <6ZT‘|>>

.2)
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2. Bragg-Williams'
3. Bethe-Peierls?!

Cada una vale 20/3 puntos.

El modelo de Ising describe la interaccién entre un conjunto ( infinito en
principio ) de espines localizados en los sitios de una red cristalina®. Tal in-
teraccién ocurre solo a traves de las componentes z de cada espin tal que el
hamiltoniano asociado al modelo es de la forma:

H=- % n;_i‘] (777, - ﬁ) Si2Siiz ; J (—ﬁ) =J (ﬁ) , J (6) =0 (43)

S7; es la componente i-ésima ( i = x,y, z ) del espin Sj el cual estd localizado
en el sitio 77 de la red cristalina. Ellos satisfacen las reglas de conmutacicn:

[Sia: Siy] = 1077Sas
Si % S = 107757 < [Swiy»Siiz) = 10maSha
(Siz, Siwl = 10maSay

J(m — 1) € R es la constante de acoplamiento entre espines en los sitios 1
y 7. Fisicamente, J (17 — i7) tiene su origen en la superposicién de funciones de
onda cuasiatémicas localizadas alrededor de los sitios m y 7 lo cual significa
que J (m — 1) decae con la distancia |17 — 77| entre los sitios 71 y 7i. Por esta
razén el modelo suele simplificarse al caso en que la interaccién ocurre solo
entre los vecinos mas cercanos siendo el caso ferromagnético ( J (7)) >0 ) el
mas estudiado.
Cada espin §ﬁ tiene asociado un momento magnético [iz a traves de la
relacién: .
fi = —guBSi

donde g es el factor de Lande y uip es el magnetdon de Bohr.

Cuadro 4.1: Breve descripcion del modelo de Ising.

Las aproximaciones de Bragg-Williams y Bethe-Peierls son descritas en el libro de tex-
to: Statistical Mechanics, K. Huang, John Wiley & Sons., Ltd 1988.
2Una red cristalina es caracterizada por un conjunto discreto de puntos, en R2, {7} de la
forma
ﬁznad’—&—nbl_f—i—ncé’, Ng,Np,Ne € L

{d’, b, E'} es una base de vectores en R3.



Capitulo 5

Tarea 5: Gas Ideal Cuantico

UNIVERSIDAD CENTRAL DE VENEZUELA 15 / 07 / 2004
FACULTAD DE CIENCIAS Prof. Félix Marin
ESCUELA DE FISICA Mecanica Estadistica

http://fisica.ciens.ucv.ve/felix/postgrado/
TAREA! N2 5

1. Investigue la termodinamica estadistica de un gas ideal de Bose en un campo
uniforme gravitacional ( gravedad g ). Muestre, en particular, que el fené-
meno de condensacion de Bose-Einstein se establece a una temperatura 7T,

dada por
8 1 L'
ToaT®!142 l”mg(o)]
9¢(3/2) kTt

donde L es la altura del recipiente, que contiene el gas, y mgL < kgT\?.
( 10 puntos )

SOLUCION:
Usemos una version semiclasica donde la energia de particula simple viene
dadal! por
h2k?
Ep (2) = — + mgz, 0<z<L
2m

lFECHA DE ENTREGA: vViernes 30 de julio de 2004.
No se aceptaran tareas realizadas en computador.

1Las autofunciones y autovalores de energia de particula simple, en el presente caso, vienen
dados por:

L o
V- () = —— 1™y, (2
kn( ) /V' ( )
donde ¥, (2) satisface
h2
2m U (2) +mgzV, (2) = E, U, (2)

52



CAPITULO 5. TAREA 5: GAS IDEAL CUANTICO 53

tal que el fendmeno de condensacion de Bose-Finstein ocurre cuando el
potencial quimico g = min {E~( )} = 0. En el limite continuo de la caja

de normalizacidn, la integracién sobre el ndmero de onda k excluye las
particulas con k=0 puesto que di o k% en 3 dimensiones. Por tanto, el
ntimero de particulas excitadas a T' = T, ( la temperatura de condensacion
cuando g # 0 ) viene dada por

27T L/ / ,Bc 52k2/2m+mgz) 1 (5]‘>

B. = 1/kgT.. N es el nimero total de particulas y V' es el volumen del
recipiente. Note que V/(21)® es el prefactor usual de la integral sobre k
cuando no se toma en cuenta la gravedad (g =0 ).

El resultado (5.1) se reduce a

vV 1 1 /ﬂcmgL d /00 Ark? dk
=—— = z
(2m)® L Bomg 0 ek 2mts ]

Con el cambio de variables

27.2 Ve Y e e Vs Yo e e
ezﬁcﬁ — k:MEI/2; dk:lﬂe—lﬂd‘g
2m h 2 h
se obtiene
vV (@2mksT)*?| 1 BemgL 3 _
N=|1 / 42T (-) : 5.2
272 2n3 GemgL Jo : 2 83/2 (e ) (5:2)
donde?

1 o 1
gn (§) = m/o d€7§_166_1

A partir de (5.2) y en ausencia de la gravedad ( ¢ — 0, T. — T ) se
obtiene

o [ rone] ") o

) 573 5) g3/2 (1) (5.3)

2Ver, por ejm. .. Statistical Mechanics, R. K. Pathria, Pergamon Press 1972. Especialmente,
la aproximacién de Robinson cuando £ ~ 1 en el Apéndice D ( On the Bose-Einstein Integrals ):

oo

gn(§)=T(1—-n) "1—|—Z ; (n—10)a*; a=-ln¢, £<1

Z — es la funcion zeta de Riemann donde Ry > 1. ¢ (n — £) en la expresion para g, (§)

es, en general una continuacién analitica de la funcién zeta de Riemann.
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Dividiendo, miembro a miembro, las expresiones (5.2) y (5.3) encontramos

que
1. " Z (Bemgl) T, _ [T(8mgL)] ™"
=170 - o -
. g3/2 (1) T: g3/2 (1)
donde?
) = / dz g3/2 Z , T(0) = g3z (1)
Puesto que 3%mgL < 1, se cumple que T, ~ T, 3 = 1/kgT ). Enton-
ces
- —2/3
T, T(30mgr)] ™" [ Z0) - (30mgr)]
0 Z(0) - Z(0)
L 20 —Z(8mgL)
- 3 7 (0)
Segun pie de pagina 2:
— _ar(1/2)
——
T(A) = l/Adzg (e /dz <)+r( 1>z1/2
A Jo 3/2 2
4 4
= ((3/2) - %AW =7(0) - @AW, A>0
Por tanto 12
Lo, 20VT/3) (8OmgL)
o3 ¢(3/2)

3¢, (1) es evaluada segun (n > 1 ):

1 [ ! R 1 [ -
" 1 _ d _ d _ d n—1 _—e —Lle
gn (1) F(n)/o o1 F(n)/o ‘T-e- F(n)/o e ;e

_ > n—1 —/+1)e_ n—1 e~ ¢
= ZO/ dee = ;54—1 / dee

_,_/
= I'(n)

- YL = |s0=w
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8§ 1 mmgL 12

T.~TOd1 4+ = L < kgT© 5.4

c { + 9 <(3/2) [kBTéO)] ) mg < kp c ( )

Un gas de fermiones sin espin se encuentra en contacto con un bano térmico
a la temperatura 7. Su densidad de estados de energia D (F) viene dada
por:

3
Dy (E) = AQQ Ey—E |, si 0<E<BEy
2B
D(E)=14 0 ., si BEy<E<FE: o E<O
3
DC(E)EQ;\Q% VE—Ec , si Ec<E
C

Suponga que A = FE¢ — Ey > kgT' y que el potencial quimico p satisface
la relacion By < pu < E¢. Evalue p y la relacién entre el nimero de estados
vacios Nj, con energias menores € [0, Ey| y el nimero de particulas N, con
energias mayores que E¢. ( 10 puntos )

SOLUCION:

Este problema describe un modelo simple de un semiconductor. La Figu-
ra 5.1 ilustra la densidad de estados D (F) vs. E.

El numero total de estados con energias € [0, Ey] viene dado por:

By Ndmero total de estados
Niotal (0 < B < By) = /0 dEDy (E) < con energias € [0, Ey]. )

El nidmero de estados ocupados con energias € [0, Ey| viene dado por:

Nimero de esta-
dos ocupados con
energias € [0, Ey/].

E
Nocup, (0 S E S EV) - VdE DV (E)f(E — Iu) ,
0

4

El nimero de estados vacios* con energias € [0, Ey] viene dado

Nh = Ntotal (0 S E S EV) - Nocup. (0 S E S EV)

4Es usual la denominacién hueco para un estado vacio. Ello provee una intuicién adecuada
al caso en que la regién de energias en consideracion esta casi llena. en tal caso luce conveniente
hablar de huecos en vez de las particulas en la regiéon mencionada arriba.
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D (E) A

A - »

0 Ey Ec E
Figura 5.1: Densidad de estados del gas de fermiones sin espin. A T'= 0K todos
los estados con energias € [0, Ey] estan ocupados por los fermiones. Cuando se
incrementa la temperatura, los fermiones realizan transiciones hacia la region con
energias > Fo. Cada uno de estos fermiones deja un estado vacio ( hueco ) en la

regién de energias € [0, Ey| y por lo tanto N, = N,. Ver texto. Este es un modelo
simple de un semiconductor.

— /OEVdEDV(E) [1—f(E—p) =/0EVdEDv(E)f(M—E)

(B dE Dy (E) < Ndmero de estados vacios )

0 e(b—E)/ksT 4 1’ con energias € [0, Ey/].
Puesto que
- E - F
a P2V s
kg1 lo<p<p, kpT
se obtiene

E
Ny ~ o h/ksT /0 "AEDy (E) B/eT

3NV —n/ksT /EV E
= dE \/ Ey — E eP/kT
e 0 1%

2B
3 0

_ -/\;"//2 e—(u—Ev)/kBT/ AE /—FE oF/keT
2EV _EV

= —3NV e_(u‘_EV)/kBT /EV dE A/ E e_E/kBT
28}/ 0
v
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_ M et (kgT)*? / PTG g2
2B 0
~ MWV e m (kpT)*? / T dr o2
2E‘3//2 0
PE/2= VT /2
En conclusion
Nimero de esta-
N, ~ 3V /\gv2 o~ (b= Bv) k5T (kBT)3/2 ’ dos vacios o hl{e-
4 Ev/ cos con energias
€ [0, Ey].
(5.5)
Similarmente, el numero de estados ocupados con energias > F¢ viene dado
por
N, = - dEDe (E)T(E —p) = . dE T 11
3 00
° N;; /BT / dE \JE — B o F/T
2 EC EC
— § Ne er—Ec)/ksT /OO dE V E e E/ksT
2 Eg/2 0
_ 3 % eln=Ee) e (1o, 1)/ /Oo dz e *g!/?
2 Ec/ 0
y por tanto
Numero de esta-
3
N, =~ \{1? NT% eW=Fo)/kaT (kY2 dos ocupados con
Ee energias > E¢.
(5.6)
Multiplicando Ny, ( ver (5.5) ) por N, ( ver (5.6) ) se obtiene la ley de accion
de masas
NhNe ~ 9 NVNC e_(EC_EV)/kBT (kBT)3
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y puesto que N, = N, ( ver Figura 5.1 )

1/2
N =N, ~ : \fl? (NVNC>3/4 oA/ (1) (5.7)
(EvEc)

Asi mismo, dividiendo N}, ( ver (5.5) ) por N, ( ver (5.6) )

3/2
1 ~~ NV (EC> / e(—2u+Ev+Ec)/kBT

- ./\TC —EV
Ey + Ec Ne [Ey 3/2
N —— — — | = 5.8
5 kgT In (NV Fe ( )

Vemos, entonces que la condicién que favorece la hipdtesis inicial del pro-
blema es

No (BT

Ny Ey
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1. Considere un gas de N particulas monoatémicas confinado a un volumen V.
Cada particula posee un momento magnético que solo puede tomar los va-
lores £upz. pup es el magneton de Bohr. La masa de una de tales particulas
es m.

a) Evalue la Densidad de Estados D (E, M) de este gas para valores dados
de la energia E = YN | p?/2m y la componente z ( M = SN m; ) del
momento magnético. m; = +ug, Vi=1,2,..., N. ( 4 puntos )

SOLUCION:

Usemos la identidad
/ / /
D(E,M) = aMaE/ dE/dM (E', M)

La doble integracion corresponde al numero de estados del gas con
energia menor que E y momento magnético’> menor que M. En efecto

E M
/ dE' / AM' D (E', M)

Z/Hd”d’” (E—Z§m>@<M‘Zm>

{mz}

trechs e entresa: MArtes 00 de julio de 2004

2Por brevedad llamamos a M momento magnético en vez de componente z del momento
magnético sin que ello se preste a confusiones.




CAPITULO 6. PARCIAL 1 60

Reemplazando esta en la expresion anterior y usando la identidad d© (t) =
0 (t), se obtiene:

D(E,M) = Dy (E) Dyug (M) (L1)

N =2
b;
1.2
)

Dy (E) = N,/Hd”dpz (E—E

Doy (30) = 35 (M -3 (1.3

{m;}

Dy (E) ¥ Diag (M) estan asociados a los grados de libertad traslacio-
nales y magnéticos, respectivamente, y se evaluan separadamente.

Veamos la evaluacién de Dy, (E):
N

Dy (E) = thN;/Hd“ ( Zl%r)

=1

_ VN 1 3N/2/Hdp <1 _ %pg)
h3N N E =

La integracion sobre {p;} ocurre sobre la superficie de una esfera 3N-
dimensional de radio 1:

= §(R—1)/2
D, (E) = BN (2m E3N/2 " dR Cyy RV~ Yo (1- R
VN 1
= wi g @B <§C3N>
La constante Csn se obtiene haciendo uso de la identidad
D 00 5 oo, 1 D
72— ] [deet = [ CpR AR = S Cor ()
i=177 0 2 2
27TD/2
> C =
" T(D/2)

['(2) es la funcion Gamma. z € C. z #0,—1,-2,.... Por tanto

Dtr (E)

1 vN (27rmE>3N/2
 ET(3N/2)N!' \ h?



CAPITULO 6. PARCIAL 1 61

Evaluemos D,,,, (M): Para ello es necesario usar, por ejm. .., la repre-
sentacién integral de Laplace de la delta de Dirac

0t +ico d
5 (t) = / G5 st
0

+_ico 271

Dinag (M) = Z(S(M Zm> Z/o++m ds o=, mi)

{mi}
0t +ico ds N
— / — QSM Z e_szz‘:l mi
0

+ i 2T ()

N
0t+i
_ / oo ds esM Z e—sm
0t—ico 271

m=zxpup

0t +i00 0t +ic0

- ds sM SUB —Sup N —_ ds Fmag(s)

= — e e + e = s
0+—ico 271 0+—ico 271

+—ioco 271'2

donde
Finag (8, M) = sM + N 1n (2 cosh (sug))

Usando el método del descenso mas rapido en la evaluacion de D,,q, (M)
equivale a encontrar un valor § de s tal que F' (5, M) = 0. Es decir

M + Npptanh (Sug) =0
Salvo factores irrelevantes, en el limite termodinamico, se obtiene
Diag (M) = 7 (M)
ofy
Dy (M) = InF (5 M)=3M+ Nln(2cosh (3up))

En resumen

D (E,M) = Dy (E) Doy (M)

1 VN <27rmE)3N/ 2

D (B) = 5 I (BN/2) N1 \' h?

(1.4)
Dinag (M) = e§M+N1n(2cosh(’§uB))

con M + Npugtanh (sug) =0
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Note que Dypqy (M) tambien depende implicitamente de M a traves de
la dependencia de s en M.

Use los resultados encontrados en el aparte anterior para encontrar la
Energia E, la Presion Py el momento M como funciones, en particular,
de la temperatura absoluta 7"y el campo magnético H. ( 4 puntos )

SOLUCION:

En equilibrio termodinamico y a la temperatura 7' obtendremos:

= La energia:

1 9mD(EM) 9 /3 3N
= - 2 (2NmE) =22
knT O OF (2 ! ) 2F
lo cual equivale a
3 (s
E = iNkBT (i en un campo magnético nulo ! ) (1.5)
= La presién:
OlmD(E,M) O(NhV) N
. v v v

y en resumen

PV = NkgT ( jen un campo magnético nulo ! ) (1.6)

= El momento magnético: Si el sistema esta aislado o estd en contacto
con un bano térmico se debe cumplir que In D (E, M) es un extre-

mo. Es decir, 0InD (E, M) /OM = 0. Usando las relaciones (1.4)

obtenemos

d1nD (B, M)
oM
y puesto que ( ver (1.4) ) M = —Npup tanh (Sug) se deduce que

—3=0

M =0 (jenuncampo magnético nulo ! ) (1.7)

En tal caso, D (E, M) se reduce ( en equilibrio termodindmico y
en ausencia de un campo magnético ) a

D (B, M) = D, (E) conE:gNkBT v M=0
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Existe una diferencia fundamental entre esta expresion y las de-
finiciones (1.1), (1.2) y (1.3). Tales definiciones solo responden la
pregunta ; Cual es el nimero de estados por intervalo de energia
y por intervalo de momento magnético M 7 y no guarda relacién
alguna con la Mecéanica Estadistica. Solo es un objeto con infor-
macién relevante que, en este caso, es de naturaleza mecanico-cla-
sica y magnética. La relacion con la Mecanica Estadistica solo se
establece una vez que se adopta la hipotesis de Boltzmann que re-
laciona el numero de estados accesibles del sistema con la entropia
o, equivalentemente, con S = kgInD (E, M). En tal situacion exi-
gimos que F y M se reduzcan a valores tales que maximizan S
( sistema aislado ) o minimizen F' = E —T'S ( sistema en contacto
con un bafo térmico ). Este programa es el que conduce a, que
en ausencia de un campo magnético, se obtengan los resultados
conocidos para un gas ideal clasico.

Efecto de un Campo Magnético:

Cuando se aplica un campo magnético H, la energia del gas, en
una configuracién dada, es %, p?/2m — M H lo cual conduce a
un corrimiento E — E + HM en la expresion (1.2): Los resulta-
dos en presencia del campo magnético se obtienen realizando este
corrimiento en el calculo anterior. Por ejm. . .

e Energia:
1 dInD(E — E+HMM) 0 [3N
I =—|—mIhnh(EFE+HM
knT OE oE | o m(E+HM)
B 3N
- 2(E+ HM)

lo cual equivale a

E:;NkBT—HM

El calculo se completa cuando determinemos el comportamien-
to de M en funcién de H y T

e Presidn: Se obtiene la ecuacién de estado anterior puesto que
el volumen no es afectado por el corrimiento senalado arriba.
En efecto

OInD(E — E + HM, M) e
oV B ov

d(NnV) N

P =kgT :kBTV
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PV = NkgT (i en un campo magnético NO nulo !')

13

e Momento Magnético: En cualquier caso ( sistema aislado o en
contacto con un reservorio térmico ) la solucién se obtiene para

un valor de M tal que la entropia S = kg InD (E + HM, M)
es un extremo. En efecto

0 - 0S  0lkglnD(E+ HM, M)]
- OM OM

0 [3N
— kBa—M > In(E+ HM)+ 5M + Nln(2cosh (Sug))

3Nk H -
_ OV M+ Ny tanh LI
2+ ) ke Mt Nus tanh (Sus)] 7 4 ks
N— —— =0
= H/T

lo cual equivale a § = —H/kgT'. Usando el resultado (1.4):

MBH)
_ 1.
M = Ny tanh ( e (1.9)

El célculo de la energia se completa segun

H
B =2 NksT — MH = > NksT — NyupH tanh (“B )
2 2 kT

(1.10)
Es interesante observar que la contribucion magnética a la en-
tropia ( kg InD,e, (M) ) resulta ser

 HM peH
kB In Dmag (M) - T + NkB In <2 cosh < kBT >)

tal que

3 [kp In Dy (M)]
oH

,UBH)
= M =N h
0 = uptan (kBT
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Ello significa que podemos considerar a M o a H como varia-

bles independientes. Asi mismo

89S  OlkslnD(E+ HM,M)]

0H 0OH
0 [3N - ~
= kg 30 | 2 In(E+ HM)+ 5M + N1n (2cosh (Sug))
3NkgM oS
- swemn — M-Tog (1.11)
N
= M/T
Evalue el Calor Especifico a:
1) V y M constantes. Cyr = 7.
2) Py H constantes. Cppy = 7.
3) Py M constantes. Cpp = 7.
4) V' y H constantes. Cy g = 7.
( 2 puntos )
SOLUCION:
Por definicién el calor especifico viene dado por
_de
—dr

En particular

dQ = TdS=Td(kglnD(E — E + HM, M))

=1

OInD (E — E+ HM, M)

— knT E

B By d
+

=P

OlnD(E — E+ HM, M)

kpgT dVv
B ov
+

=M
kBTalnD(E—gfl—l—HM,M) dH

donde hemos usado el resultado (1.11). En conclusién

dQ =dE+ PdV + M dH

(1.12)
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1)

Cy.ar: Cuando V' y M son constantes la expresién (1.12) se reduce
a

dQ:dE+d(MH):d(E+MH):d<gNkBT> :gNdeT

Por tanto

3
Cyu = §NkB (1.13)

Cppg: Cuando Py H son constantes la expresion (1.12) se reduce
a

dQ = dE+d(PV)=d(E+ PV)

: F) + M)
— d4(2 NksT — Nuptanh NkgT
(2 B fip tan (kBT + Nks
o pH\ ppH 1
— 2 Nkp — Nugs h2< ) <——>]dT
[2 BT AHBSC AT T ) g T2
Por tanto
5 NypH 2 (MBH>
Co =2 Nk h 1.14
ri = 5 Nk + 77 sec T (1.14)

Cpar: Cuando Py M son constantes la expresién (1.12) se reduce
a

dQ = dE+d(PV)+d(MH)=d(E+ PV + MH)

_ 4 (g NkpT + NkBT> _ g Nk dT

y en consecuencia

5
Crar = 5 Nk (1.15)

Cy.p: Cuando V' y H son constantes la expresion (1.12) se reduce
a

3 ILLBH
=dF = — NkgT — N h
dQ =d d(2 B (g tan (kBT>)
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y en consecuencia

3 NygpH o (sH
Cvmr = - Nk h 1.16
vH = 5 NEB T 56 ( kBT) (1.16)

2. N particulas de tipo A se introducen en un recipiente de volumen V. La
masa de una de tales particulas es m. Sin embargo, dos particulas de tipo A
pueden combinarse para formar una molécula Ay con energia en reposo —A
con A > 0.

En equilibrio termodindmico, evalue las concentraciones ny = Np/V yna, =
Na,/V de particulas de tipo A y moléculas Ag, respectivamente. Ny y Na,
es el nimero de particulas de tipo A y moléculas A,, respectivamente.

( 6 puntos )

Discuta los casos limites kg7’ EA. T es la temperatura absoluta. ( 4 puntos )

SOLUCION:

Puesto que el nimero de particulas de tipo A es constante y una particula
de tipo A, esta formada por dos particulas de tipo A se cumple que

Na +2Na, =N

La estados accesibles del sistema vienen dados por £24€24, tal que la entropia
de los gases resulta ser

S = kB IHQA + kB 1HQA2
Con respecto a la energia conviene distinguir dos casos:

1) Si el sistema esta aislado la energia se conserva ( Ex+Ea, = constante )
y la entropia es maxima tal que

oS 1 _6anA_6anA2_ 1

aEA kBTA aEA aEA2 kBTA2

= ThA=Tr, =T
2) En caso contrario, cuando estd en contacto con un bano térmico a la
temperatura 7', los gases adquieren la temperatura comun 7.

En ambas situaciones, el sistema se encuentra en el equilibrio termodinamico
a la temperatura 7.
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Ademads, en ambos casos se debe satisfacer que

In 2 10InQ In 2 1 In 2
01ln A:_ﬁn As — _kBTan A:_ _kBTan Ag
N, 2 ON,, ON, 2 ON,,
1
- :LLA:§:U’A2

puesto que en el primer caso la entropia debe ser maxima mientras en el
segundo caso la energia libre de Helmholtz debe ser un minimo.

En conclusion, las ecuaciones basicas que determinan el equilibrio termo-
dindmico son

N
na +2na, =n = v 2ua = pia, (1.17)
En términos de la funcién de particion Z el potencial quimico p es
olnZz
p=—kgT ar]lv , ( N: Ntamero de particulas )

La funcién de particion Z,, viene dada por

/NA2 drl dpZ —,B{El 1 [ 2/2(2m) A]}

Ip, =
2 NA2
N,
_ w / 11 dpz BN 2 am
Na,
1V Nay oNa, 64 d& Nay
Na! E
N,
_ V' Nay oNa,BA /oo dp —ﬁp2/4m 3Na,
Na,! o I
ZA _ VNA2 )\;;)’NA2 eNA25A
2 NAQ'

-1
Aay = (/OO @e‘ﬂpmm) = "
— h o (2m) kgT

Entonces
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(NA2 InV — 3NA2 ln)\A2 +NA2ﬂA —IHNAQ!)

= —kpT (InV —3InAa, + A —1In Ny,)

UA, = kBT In (nAQ)\iQ e_ﬁA)

El potencial quimico pa se calcula en forma similar a pa,. En particular,
puede obtenerse a partir de este haciendo los cambios A — 0y m — m/2.
En efecto

h
v 2mmkgT

Note que Ax/Aa, = V2 . Al satisfacer las condiciones (1.17) se obtiene

pa, =ksTIn (nad) . Aa=

3
n—n, A A

e
2 22

2
(nA)\i) :nA2)\i2 e = AN =

la cual se reduce a 4 /2 Ain% + e P#2ny — e #2n = 0 cuyas raices son

—e A 4 \/ e 208 1162 N e Fon
n —=
A $v2 A%

donde obviamente solo tiene sentido fisico la solucién na

2 1
na = 5 N, na, = = (N —na)
1+(1+16\/§ eﬁAn)\i)/ 2

(1.18)
Cuando kgT < A se obtiene ( Note que es necesario que n\3 < 1 puesto que
estamos considerando el régimen de un gas ideal clasico y, en consecuencia,
debe cumplirse A > kgT > h?/ [27Tmn_2/ 3} )

2 2

ny =~ n

14+ (16v2 e2niy)” (16 v2 2 ) '
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o—A/2kpT
na A~ 274 n o T34 e—A/%keT
\/ A%
1 , kgT < A
na, = 5 (n—mna)

Practicamente todo el gas consiste de moléculas As.

(1.19)
Cuando kgT > A se obtiene ( nA% < 1 puesto que la validez de nuestro
analisis corresponde al limite de un gas ideal clasico )

2 1
ny n = n
PO (148V2 2aN]) 1+4V2 BN
R~ (1—4\/2 eﬂAnAi)n
Por tanto

A
na ~ n—4v?2 <1+—) (n)\i)n
kgT
. kgT > A

2V2 (1 + kBAT) (nA3)n (1.20)

Q

na,

Practicamente todo el gas consiste de particulas de tipo A
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22 Examen Parcial®

1. Un sistema de espines 1/2 se encuentra en contacto con un bano térmico a
la temperatura 7. La energia E {0;} de una configuracién {o;} viene dada
por

J 1
E{ai}z——ZUin—HZai; op=+=Vl, J>0
2N vy - 2
N es el numero de sitios y H > 0 es un campo magnético.

a) Evalue el momento magnético medio por sitio m = (M) /N en funcién
de la temperatura 7" cuando H = 0. M =Y, 0;. ( 10 puntos )

SOLUCION:

La funcién de particion viene dada por

5[~ S, oies— ] 1
7 = e i#£] 7 =
{% g kgT
tal que
(M) = z7! Z {eﬁ(J/2N) D Umj—i-BHMM}
{oi}
19 o 1 87
— Z—l - Y B(J/2N) Zi#j oioj+BHM T - 22
poH {;} ) B 7 0H

tFech e entresa: ViEFNES 23 de julio de 2004
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Olnz  OF

OH 0OH
= —kgT In Z es la energia libre de Helmholtz.

(M) = kT

La energia de una configuracién particular E {o;} puede ser expresada
en términos de M. En efecto

=1/4
2 /2\ 1 2 1

M :Z o; +ZO'7;0']'21N+ZO'Z'O']' — ZO’Z'O']':M _ZN

@ i#] i#] i#]
tal que

E{o;} J M4+ L HM
0} =—— —J -
2N 8

El factor J/8 no es importante puesto que solo representa un corri-
miento de la energia aparte de que no es extensivo y, por tanto, es
ignorado en el calculo de Z:

7 — Z eBHM eﬁJM2/2N
{oi}

La presencia del factor cuadratico oc M? en la exponencial complica

el célculo y por ello es necesario recurrir a una representacién integral

de tal exponencial. En el integrando, de tal representacién, M aparece

linealmente en el argumento de una exponencial lo cual facilita la eva-

luacién sobre las configuraciones posibles {o;} a expensas de realizar

una integracién en el limite termodindmico ( limzxﬂw (N/V) finito ).
e

V es el volumen del sistema. La identidad apropiada es?

2 1 o0 1,2
e = / dz e 2@ 0w
—0o0

Ne

En consecuencia

1 oo 1
7 = Z(eﬁHMm/_oodx e—ZzQ—i-\/ﬁJ/QN Mx)

{oi}
2

> 1.2 o 1 2,42 2 00—23b 1,2 2 [ 1.2
/ dg e 7% tbe — / do e~ 7 (@207 40 :eb/ dze 2% :eb/ dz e 2%

—0o0 —0o0 —00—23b — 00

b2 o0 7:122 b2 ]_ o0 _ 1 J)2+b$
= 2e dx e — e’ = dr e 1
— 00 2 Vv Tr — 00
—_————

= v
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1 /00 1,2 (ﬁH—i— \/ BJ/2N ac)M
dr e 1 e
2 \/ T —00 {O'Zi}

1 /00 1,2 (ﬂH+ \/ BJ/2N x) o
= der e 1 e
2 \/ T —00 {O'Zi} ];[

1 /00 1,2 (6H+ \/ BJ/2N :c) i
= do e 1 e

! /Ood —a7
= T €
2\/71' —00

[e<ﬁH+Wx)(—l/2) N e(ﬁHJr\/Wx)u/Q)]N

NEa 2

1 00
= d —ﬁ]:(.’E,H)
2 /_oo ve

—_— N
= L /_OO dg e~ 17 [2 cosh <5H+ BI/IN x)]

donde

1 H+ /BJ/2N =z
F(r,H) = ZkBTac?—NkBT In2—Nkg T Incosh (5 f / )

En el limite termodindmico, la contribucién mas importante a la inte-
gral ocurre alrededor del punto de ensilladura (55, e PF(aH )) de e=AF(@H).

% =0

Puesto que

=67 (= H)] ——lx%—Ntanh (6H+ ' BJj2N m) L \/ ﬂ
2 2 V2N

ox N 2

T satisface

T= % tanh (ﬁH—F / 51/ i) (2.1)

2

Esta ecuacion posee dos soluciones para z. La solucién que tiene el
mismo signo que H genera la contribucién mas importante ( en este
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caso T > 0 ) y en particular es la tnica a ser tomada en cuenta en
el limite termodinamico. El lector puede convencerse de ello al estu-
diar el comportamiento de 9% [—SF (z, H)] /0x2. Ello significa que la
fase magnética ocurre cuando los limites H — 0% y termodindmico se
toman en el orden

lfm lim ( Genera fase magnética )
H—0+ 1‘\//—>oo

/vy finito

Se dice, entonces, que el campo magnético rompe la simetria bajo inver-
sion temporal® del hamiltoniano que describe el sistema ( ver (2.9) ). En
la practica, y por brevedad, y en ausencia del campo magnético (H=0)
se toma en cuenta arbitrariamente solo uno de los puntos de ensilladura
a fin de generar la fase magnética. Sin embargo, se sobreentiende que
el delicado proceso de limites, sefialado arriba, estd implicitamente in-
volucrado. Fisicamente, los sistemas magnéticos son finitos ( N >> 1).
Aun asi, cada punto de ensilladura actua en forma parecida a un pozo
de potencial con profundidades o< N cuando N => 1 tal que una vez
que el sistema es atrapado en uno de ellos la probabilidad de evolucionar
hacia el otro pozo ( por ejm. .., invertir todos los espines simultanea-
mente ) es exponencialmente pequena y completamente despreciable.
Ello establece la correspondencia con la descripcion matematica senala-
da arriba.

Cuando los limites, senalados arriba, se toman en el orden contrario

1fm lim ( No genera fase magnética )
vox o Ho0r
wv,vy finito

3Sea T el operador de inversion temporal. Su efecto sobre un espin S es el cambio de signo
del espin y viene dado por
7ST'=-S

Clésicamente, ello corresponde a la inversién de signo del momento angular L=Fx (mdr/dt)
cuando cambia el signo del tiempo ¢:

- dr t— —t o dr . dr -
L:rxma —> rXm =

Es obvio que productos de espines son invariantes bajo inversién temporal. Por ejm. ..
" 75,-S T ' =TS, T TS, T ' = (—§1) : (—§2) =55,
s Tr (6_51-52 §3 =Tr (Te_§1'§2 T_nggT_l) = Tr (e_§1'§2 |:—§3:|)

- Tr (e7§1.§2 §3) =0
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los dos puntos de ensilladura producen contribuciones similares que dan
lugar a la ausencia de la fase magnética: Ello corresponde a la invarian-
cia bajo inversién temporal del hamiltoniano del sistema ( ver (2.9) )
en ausencia de campo magnético. Se dice, entonces, que tal procedi-
miento restaura la simetria bajo inversiéon temporal del hamiltoniano,
que describe el sistema ( ver (2.9) ), en ausencia de campo magnéti-
co(H=0).

Note que F (z, H) es la energia libre de Helmholtz: F = —kg T InZ =
F (z,H). Asi mismo

OF 0z OF
W= "% om "ol
[ (2T (5
tal que

N 2

—<M>—1tanh(ﬁH+ V OI/2N f) (2.2)

N 2 2

Comparando este resultado con (2.1) se obtiene T = /2NGJ m el
cual se reemplaza en (2.2) para obtener una ecuacidn de consistencia
para el momento magnético medio por sitio m:

Modelo de Ising con Rango Infinito

7n:%tmm(égg;ﬁﬂ> (2.3)

la cual puede resolverse expresando ( en funcién de m. Algunos resul-
tados analiticos son:

s T=0K = m=1/2

»m —0 = T — T, = J/4kg, cuando H = 0. Ello signifi-
cam>0siT <T.ym=0cuando T > T, en el caso H = 0.

lo cual reduce (2.3) a la forma adimensional

1 h+4 T H
mz—tanh( i m); tET, h = (2.4)

2 2t kT,
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Esta equivale a

__htdm hedm
~ 2arctanh (2m) 1In (%) ’ -

y la energia libre de Helmholtz en forma adimensional es

F

F
NkgpT.

h+4
:2m2—t1n2—tlncosh< + m)

2t

cuyo minimo como funcién de m genera la ecuaciéon de consisten-
cia (2.4).

La Figura 7.1 muestra el comportamiento de m vs. ¢t en ausencia del
campo magnético (h=0).

Modelo de Ising con Rango Infinito

my h=0

1

2

0 1 ¢

Figura 7.1: Comportamiento de m vs. t. 0 <t < 1. Cuando t > 1, m = 0.

. ., 1 2m
Estudiemos la ecuacién m = 3 tanh <T>, que corresponde al ca-

so h = 0, en algunos casos limites:

2m 1(2m)3Nm
t 3\ ¢ Tt

t>20: m~

m3

Q| W~

<1 m=
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b)

(2.6)
Evalue la susceptibilidad magnética por sitio x = (Om/0H ) ;_,.
( 5 puntos )
SOLUCION:
Derivando ambos miembros de (2.3) respecto de H se obtiene
om 1 BIHA+ Jm|\)| 5 om
- - p2 (2= L2t 1 -
OH 2{8eC < 2 > \'" om
1 : om
= 15(1—4m)<1+J5E>
donde hemos usado (2.3). Por tanto
<8m> B(1/4 —m?)
X = e =
oH ),_, 1-p8J(1/4—m?) 27)
co _1 tanh W_m |
nom=g tan 5
Adimensionalmente, esta resulta ser
om t=1(1/4 —m? 1 1—4m?
X=kplex=|—5- - (—1/ —1>2:_ 2
oh ), o, 1—t71+4t"Im?  44m? — (1 1)
1 2m
con m = — tanh (—)
2 t
(2.8)

Usando los resultados (2.5) y (2.6) se pueden obtener casos limites
para X:

—2/t
¢ , si t >0
t
)
X~ S 1 t <1
s1-¢t 7 ~
L i t>1 (Ver (2.8) 0)
- S € . CcO =
171 i r nm
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XA

0

Figura 7.2: Bosquejo de x vs. t para el Modelo de Ising con rango infinito. La
divergencia cuando t — 1% desaparece bajo la aplicacién de un campo magnético
( Demuéstrelo ).

El gréfico ( aprozimado ) de x vs. t luce como en la Figura (7.2)

¢) Demuestre que la aproximacién de campo medio genera los mismos

resultados. ( 5 puntos )
SOLUCION:
Note que E {o;} es un autovalor de

J

2N iz i

S;. es la componente z del espin 1/2 en el sitio 7.

En la aproximacién de campo medio se propone una linealizacion del
producto S;,S;, (i # j)

Sizsjz - [(Szz> + (Szz - <Szz>)] [<sz> + (sz - <sz>)]
R (Siz) (Syz) 4 (Siz) (Sjz = (Sj)) + (Siz — (Siz) (S52)
= —(Si2) (Sjz) +Sj2 (Siz) +Si (S;2) s i F#J

el cual es consistente con la aproximacion (S;.S;.) =~ (Siz) (S;z). © # J.
Al realizar la linealizacién, mencionada arriba, consideramos a (Sy,)
como un término de orden cero mientras términos como (Sg. — (Se.))
son de orden uno tal que términos de orden dos como el produc-
to (Siz — (Siz)) (S — (S;z)) son ignorados. Ello equivale a la aproxi-

macion: ]

1 1
Si §>Ui> ~ (Siz) §a0i> ) o; = :|:§
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lo cual, a su vez, equivale a suponer que los estados necesarios para
construir la fase magnética estan concentrados alrededor de aquellos
cuyos autovalores {0;} no generan una diferencia apreciable cuando se
realiza la substitucién S;, — (S;,). Por estas razones se dice que la
aproximacion de campo medio consiste en despreciar fluctuaciones de
espin en el sistema en consideracion.

En definitiva, la aproximacién de campo medio se reduce a el reemplazo

Tr (e_ﬁHCM Szz)
con (Siz) = Tr (o Fien)

donde Hepy se obtiene mediante el reemplazo de (2.10) en (2.9):

Hem = % > (Siz) (Siz) — ;Siz (H + % > (sz))

i J#i

Con (Sy,) = m, V¢; H se reduce a
Hey = %NJm2 — ZSiZ (H+ Jm)

lo cual describe un sistema de espines ( sin interaccién entre ellos ) en
presencia de un campo magnético efectivo (H + Jm) z.

D o—t1/2 {eﬁ(HJer)UU]

20:11/2 eB(H+Jm)o
BUEHTImM)(=1/2) (1 /9) 4 BEH+TIM(/2) (1 /2)
eBH+JIm)(=1/2) | oB(H+JIm)(1/2)

L (L A+ Jm]) (2.11)

— ~ tanh
m 5 an B

Este resultado es idéntico al resultado ezacto (2.3).
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Parcial 3
UNIVERSIDAD CENTRAL DE VENEZUELA 15 / 07 / 2004
FACULTAD DE CIENCIAS Prof. Félix Marin
ESCUELA DE FISICA Mecanica Estadistica

http://fisica.ciens.ucv.ve/felix/
TAREA! N2 5

1. Investigue la termodinamica estadistica de un gas ideal de Bose en un campo
uniforme gravitacional ( gravedad g ). Muestre, en particular, que el fenéme-
no de condensacion de Bose-Einstein se establece a una temperatura 7, dada

por
L8 <7rmgL>1/2

T, ~TO |1+~
9¢(3/2) \kgT®

C

donde L es la altura del recipiente, que contiene el gas, y mgL < kgT?).( 10 puntos )

2. Un gas de fermiones sin espin se encuentra en contacto con un bano térmico
a la temperatura 7. Su densidad de estados de energia D (E) viene dada

por:
3

Dy (E) = AQZ Ey—E , si 0<E<Ey
2E

D(E)=14 0 ., si Ey<E<E¢

3N
Do(E)=—57 JE—Ec , si Ec<E

Suponga que A = E¢ — Ey > kgT y que el potencial quimico p satisface
la relacion By < pu < Eq. Evalue p y la relacién entre el niimero de estados

lrECHA DE ENTREGA: Viernes 30 de julio de 2004.
No se aceptaran tareas realizadas en computador.

80
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vacios N} con energias menores que Ey y el niimero de electrones N, con
energias mayores que Fc. ( 10 puntos )

Estos problemas fueron planteados y resueltos
en las tareas previas.
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APENDICE A. ESTIMACIONES: CONSTANTES Y UNIDADES

Apéndice A

Estimaciones: Constantes y

Unidades

Carga del Electrén
Constante de Boltzmann
Constante de Planck

Constante “ h barra 7 de Planck

Constante R de los Gases

Masa en Reposo del Electron

Masa en Reposo del Protén

Nimero de Avogadro

Radio de Bohr

Energia de Ionizacion
, del
Atomo de Hidrégeno

Velocidad de la Luz en el Vacio
Magneton de Bohr

Magneton Nuclear

84
—e = —1,60210 x 107" Coulomb, ( —e<0)
k= 138054 x 1078 252
h = 6,62559 x 10727 ergios seg
h
h = 1,054494 x 10727 ergios seg, ( h = 5—-)
T
R= 831434><107-E§§9%
mo
calorias
= 1,08717
’ K mo
me = 9,10908 x 107 gr
my
—2 = 1,83610
m, = 1,67252 x 107** gr, me
~ 2000
6,02252 x 10%3
Ny = — , (R = Nukg)
hQ
a = 0529 A, <a0: 2)
mee
e? e? I
— = 136eV — =
2a0 0 eV ( 2a9  2mea} )
c= 2997925 x 1010 &2
seg
i h
g = 92732 x 1072 @,@B - ¢ )
gauss 2mec
iy = 505050 x 10724 S8
gauss

KB
2000

~Y
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Apéndice B

Herramientas Matematicas

B.1. Férmulas Utiles

N
In N!

dln N!
dN

0 2
/ dz e™®
—0oQ

/ dt e 't*71; zeC, Rz>0 (B.1)
0
2l

(2), z2#0,—1,-2,-3,... (B.2)
L £0,41,42,43,. .. (B.3)
sen (72)

12 1
/27T Zz+l/2e—z (1+_+—+>

Q

Q

z 28822

lz| > 1, |largz| < (B.4)
La funcién Gamma tiene polos simples

(B.5)
en z=0,—1,-2,...

(B.6)
'(N+1), N eN (B.7)
NInN — N, N>1 (B.8)
InN, N>1 (B.9)

1

r (5) _ 7~ 17724539 . (B.10)
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—x2/2cr
/ Qi =1, >0 (B.11)
1

/0 drze ™ — ST =3 (B.12)
- 1

/_ooda:x2e_x2 = 5 VT ~0,88622693. . (B.13)
- 1 1

/ drade™ = “T(2) == (B.14)
0 2 2
% 3

/_oodxx4e_x2 = 1 VT ~ 13203404, (B.15)
- 1 1

/ do ot e = —F<Z+ ) R > —1 (B.16)
0 2 2

/g / dx e—am2+bm _ eb2/4a (Bl?)
T —00

0 0 oo N R
[ran i [ o({F2) = [rrumoesrar
= > - i—1 0

A/ z%+zg+m+z?\[ <R
27TN/2

donde C'y = T (N2)

(B.18)

/tdt /tN_ldt /tlth(t) S S dt”( #YNUE ()
, v | N-2--- | dioF (fo (N 1)

donde F (&) es continua en [to,t1] y to <t <ty (B.19)
© Funcién  Zeta

((z,q9) = 7;) T Rz >1 < de Riemann ) (B.20)

< 1
() = Cah= = R (B.21)

n=1

(B.22)
2) = ™ 16449 =" ~10823 6) = ™ ~1.0173 B.23
§()—E~> , C()—%fv, , C()—%N, (B.23)

¢(3)~ 12021,  ((5)~ 1,0369 (B.24)
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00 vt 1
/odxel“ﬂ—l = EF(V)C(V), Ru>0, Rv>1
o0 x 2
d = T~ 16449
/0 T 1 6
. 23 i
d = T ~6,4939
/0 S 5o
I v (1-2") T W)W Ru>0, fv>0
; xeﬁm—i—l = v)((v); 1L , Rv

B.2.
Absoluto |z|

Estas se definen de acuerdo a

88
(B.25)

(B.26)

(B.27)

(B.28)

(B.29)

Funciones Salto O (z), Signo sgn(x)y Valor

0, si <0 -1, si <0
1
O (r) = 3 si =0, sgn (7) = 0, si =0
1, si >0 1, si >0
—r, si x<0
2] = 0, si z=0
r, si x>0
Note que
O@)+0(—z) = 1
sgn(z) = O(x)—O(—x)=20(x) -1
1
O(z) — + sgn (z)
2
% = sgn(x)
Representaciones Integrales ttiles de © (x) y sgn (z) vienen dadas por
o dk  eik® o dk 2k ek
S) - / - 5 = - . ;
@ =) smir—or e (r)= | o ) k00
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B.3. Delta de Dirac

1. Integracién:

/:f dzf(z)d(z —a) = sgn(z; — ;) © (@ — Tmin) © (Timazr — a) f (a)

min
CON T min = {ZEZ, xs} y como caso particular

max

/ dzf(z)d(x —a) =1 (a)

o simbdlicamente f (z) 0 (xr —a) =1f(a)d (x — a)

En general, con 7= (zg,21,...,24-1) y @ = (ag,ay,...,aq 1) se tiene!
§(F) =08 (x0)d (x1)...0(x4-1) y /d‘f?f(F)é(F—c?):f(cY)
2. Derivacién: Se realiza usando Integracion por Partes:
/_o;dxf(x)é'(m—a) = —/_O:def’(m)é(x—a) = —f'(a)
/_O:odxf(x)é”(x —a) = —/_O:odxf’ (2)6 (z —a) = " (a)

/°° def(2) 6™ (z —a) = (“1)"f (@), n=01,2,...

3. Expresiones equivalentes o relacionadas:

—x2 /202 r
© 5(w) = lim —LT

r—o+ w? + I

) =l ,
(z) ogg+ V2T o

'En las identidades que involucran la delta de Dirac se sobreentiende que cobran sentido bajo
el signo integral. Por ejm. ..

5 o 0
0 (ax) = 8 (z) significa / dzf (z)0 (ax) / dzf (z £
al . ~
Por ejm. . ., si interpretamos 0 (z) = 20 () literalmente llegamos a una conclusién erronea:

/ dzd (x / dz [26 (z == i 1=2 M
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V2 (%) — —4ms (7 dif) — 5 (a)
dsgn(z) d?|z|
7—25@), W—Q(ﬂx),

4. Descomposicién en términos de las raices del argumento:

@) =¥ St

La suma ( Y, ) es sobre el conjunto de raices reales {x;} de la ecua-

cién f (x) = 0.
Por ejm. ..
6 (x) s o O(x—a)+d(z+a)
5(3x):T, 5(x —a): 2a] , a€R

5. Tres ( 3 ) dimensiones:

Coordenadas Cartesianas: 0 () = () d (y) 0 (2)

1
Coordenadas Esféricas: 6 (1) = = d(r)d (cosf)o (o)
Coordenadas Cilindricas:  §(7) = =6 (p) 0 (0) 6 (2)

6. Integracién con polos cercanos al eje real:

b flz)
/a dz 07 =

la cual se resume simbdlicamente

1 1
P> = ins
st Py Tim@

b
P/ ae i Lo 0),  a<o<b

T

b f(x
/ dz Q , en cualquier otro caso
a X

Algunos ejemplos son:

a)
00 dz c© dx | i —€ dx o dx .
/ ; = P — +ir = lim / —+/ — | +im
—o x — 10T o X e—0t \J-o e T

i ( ¢ dx 00 dx) . -
= lim — 4+ / — | +ir =|inm
e—0t o X € T




APENDICE B. HERRAMIENTAS MATEMATICAS 91

b)
sen (k) sen (kz) |
_ P/
/ dkk Fo— dk — + imsen (ko)
_ P/ 4 560 (kx) cos (kox) —l: cos (kz) sen (kox) + i sen (ko)
o0 k
= cos (k‘ox)/ dk sen]i ?) + imsen (ko)
= cos (kox) sgn () /OO dk =2 (k) +imsen (kox)
= | msgn (z) glkolzl
7. Representacién Integral
oy [
y en general con 7 = (xg, Z1,...,%T4_1)

) (7:‘) _ / dl]i; eiE-F
(27)?
Dada una funcién f: R4 — R:

L /d‘f«‘? 5 (F— ﬁ)f@) — /d‘fr, [/ (;f)d ez’ié-(f_ﬁ)] f(ﬁ)

Entonces

f(r)= /(QdTE)d ei’;'Ff(E) — f(lg) = /d‘f? e_iE'Ff(F) ,  ( Fourier )

As{ mismo

= [Taret) =t = [ T3S M), (Laplace)

+oico 2T
y usando ambas expresiones

0t +ico 0t +ico
(W = | 45 o (5)= [ ds e [Tat e

+_ico 271 +_ico 271

+ tioco
- / de'f (¢ /0 tieo ds os(t—t)
+_jco 2m1
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Por tanto o 4
+100
J(t) = / O5 ot
0

+ i 271

Ejercicio B.1

Resuelva la ecuacién diferencial y” () = 2§ () donde y (z) cumple
las condiciones y (0) =0 ey’ (07) = —1.

SOLUCION: Integremos, ambos miembros de la ecuacién, en un entorno de x = 0.
Es decir

6lir(r)l+ _EE dey” (z) = Elir(l]}‘_ _EE dz 2 (z) = ¥y (0+) —y' (0_) =2 =y (0+) =1

La solucion general que se anula en el origen es de la forma

Ax st <0 ) .
y(x) = { Br s 23>0 ° ( Ay B son constantes independientes de z )

Ademés, y' (07) = A= —1ey (07) = B=1. Por lo tanto

y (z) = ||

Ejercicio B.2

Use el método de la Funcion de Green para resolver el problema del
oscilador armdnico simple ( masa m y frecuencia wq ) en presencia de una
fuerza externa F (¢):

% (1) +wix (t) = —2; X(O+):x0, X(O+):Uo
SOLUCION: Escribamos la solucién en la forma
1 ')
x(t) = 2 gen (wot) + xg cos (wot) + — / dt'F (t') G (¢, 1)
Wo m Jo

donde G (t,t') es la funcién de Green.
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La expresién anterior para x (t) debe satisfacer la ecuacién de movimiento y
las condiciones iniciales:

=0

2
%(t) +wix(t) = (% +w§> {@ sen(wot)—i-xocos(wot)]
Wo
+
1 foo 0? F(t)
— A'F ()| z5 +wi |Gt t)=—=
[ arr e (G et) e = 28
0") = = [T arr@)c (ot ) =
x(07) = wot o [ dFEG(F) =
o0 oG (t,t)
+) _ el "B (4 ’ _
x(07) = vt — | d'F () — L
Estas expresiones se satisfacen idénticamente si se escoge
02 ) oG (t,t")
— Gt,t)y=6t-1t); G(0",¢)=0, —— =0, Vt'>0
(3 +et)cen=sa-ni o) -0, 20D,

G (t,t') es continua en t = t' pero su derivada es discontinua:

t'+e t'+e 82
1 = lim dté (t —t') = lim dt <— + w%) G (t,t)

e—0t J¢/—¢ e=0t St/ —e ot
_ G| G| _aewn)|™
- ot L=+ ot t=t'— a ot t=t'" |

Ello significa que el problema puede replantearse, en forma equivalente, segun

82 2 / / oG (tv t/> = !
<@+WO>G(t,t)—O, t#t, Tt:t/_—]., Vt>0
G (0%, #) =0, oG (L1) =0, V'>0
ot o+

Obviamente, cuando t # t' la solucién es una combinacién lineal de soluciones
linealmente independientes del oscilador arménico simple:

G(t t/) o Asen (WO [t —t/]) +BCOS (wo [t — t/]) , si 0<t S t/
) C'sen (u)() [t - t/]) + D cos (u)o [t — t/])7 si t > >0
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A, B,C y D son constantes independientes de ¢. Puesto que G (¢,t') v 9,G (¢,t')
se anulan en ¢ = 07, Vt', se obtiene A = B = 0 lo cual significa G (¢,¢') = 0
cuando 0 < t < t'. Puesto que G (¢,t’) es continua en t = t/, Vt’ > 0; la forma de

la solucién es

Adema3s

y por tanto

oG (1)

G(t,t")=0(t—1t)Csen (wy [t —t'])

=0

ot | _.- wo

ot

t=t't

sen (wo [t — t'])

G(tt)=0(—1)

La solucién para x (t) se reduce a

_ Y% S Ly o
x(t) = o sen (wot) + xg cos (wot) + o /0 dt'F (') sen (wo [t — t'])

Como ejercicio adicional verifiquemos explicitamente que la funcion de Green

Gt =G (t0) = o (1) Sal)

Wo

satisface su ecuacién diferencial G (t) + w2G (t) = § (¢):

G (1)
G (1)
wyG (1)

5 (1) senu(ont) Lo coS (c:ot) wo

= O (t) cos (wot)

(1) cos (wot) + © (t) [—sen (wot)] wy = 0 (t) — O () wp sen (wyt)
© (t) wosen (wot)

tal que se cumple G (t) + w@G (t) = & (t). Asf mismo, note que

G(07) = e(or) )

G (O_) = 0O (O_) cos (wOO_) =0

G (0+) = 0 (0+) cos (w00+) =1

Ejercicio B.3
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Evalue la integral

o0 Sen r
Sl = / dx
—00 x

SOLUCION:

= sen(z)/x

00 1 1 00 1 1 .
S, = / dz —/ dk cos (kx) :/ dx—/ dk ot
—0o0 2/ —o0 2./

- w/_lldk /_O:Og—iei“:ﬁ/jldké(k)
I

S, = /°° do Se;“” — (B.30)

Ejercicio B.4

Evalue la integral
2

5= [~ arie

xr2

SOLUCION: Definamos

00 2 0o 2
82(04)5/_000195%, S, (0) = 0, Sg(l)zng/_oodxse;x
Ademas

, oo 2sen(ax)cos(ax)x o sen (2ax
S, () = /_oodx ( 3172 (az) :/—oodxi(x )

o0 d d{S -
= sgn(oz)/_oodxse;lx:ﬁ d|::| = { Q(Oga 7T|a|}:0

donde hemos usado el resultado (B.30). Por tanto

So () — 7 |a| = constante

La constante es nula para satisfacer Sy (0) = 0. Entonces, Sy (o) = 7o y, en
consecuencia, Sq (1) = 7.

oo 2
Sy = / X2t g (B.31)
—00 xXr
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|
Ejercicio B.5
Evalue la integral
- 3
So= [ e
—00 T
SOLUCION: Definamos
oo e S 0o a3
Sg(a)E/ dxw, S, (0) = 0, sg(1>=53=/ de 21
—00 xr —00 x
Ademés
S (a) = / 3sen? (o) cos (ax) x _3 /OO g 50 (aur) sen (2ax)
00 x3 2 J-x 22
3 / cos (ax) — cos (3ax)
4 x2
3 / [1 —2sen? (ax/2)] — [1 — 2sen? (3ax/2)]
4 x?

B §/ sen? 3ax/2 / g 0 2 (ax/2)
2 9 72

9 2 2 00 2
_ a|/ da sen® xr 9 ‘04|/ da sen® xr o ‘04|/ da sen” xr
4 JI 2 —00

x? x?
3 _d(alal) . d {

Sy (a) — §m|o4} ~0

~ 1" da da 1
donde hemos usado el resultado (B.31). Por tanto
3
S3 (o) — 1 |a| = constante

La constante es nula para satisfacer S (0) = 0. Entonces, S3 (o) = 3ma|al /4 vy,
en consecuencia, Sz (1) = 37/4.

0o 3
A%::/‘(hﬁmzxzzéﬁ (B.32)
—00 X 4

Ejercicio B.6
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Evalue la transformada de Fourier de la funcién F. (1) = O () F (¢) y

las integrales
o
/ dr senx, /
0

1kr

SOLUCION:
Fo(w) = /°° dt ¢“'O (1) F (1)
O(w) F(t)

0 . o dw, ei“’,t © dw” N ——
wt —iw"'t "
[oo dt ¢ /—oo %w’ — ZO+ /—oo 27T ¢ F (w )

S(wtw'—w')

/ / dw,du}” F ) / dt 1(w+w’—w”)t
2mi W' — 107t o

:/ dw”  F (W)

—00 27l W' —w —107F

Fe () /_ O:O dt 6“0 () F (1) = / * o' Fl) (B.33)

—o0 271 W — w — 10T

ransform urier nz vien r
La transformada de Fourier de se ene dada po
o) ) 00 ) ei:c _ e—i:c
/ dz ¢*senx = / dp eb* ——
—00 —00 21

o dz . o dr .
- v dw(k+1) v ix(k—-1)
™ < —00 271' ¢ /—oo 271' ¢ )
— Sk —1) =5 (k+1)]

Por tanto

o
/ dx senz
0

/m%wi[é(k—l)—é(kJrl)]:%(l 1 1 )

oo 27 k — 0+ — 0t —1—40*

1/ 1 1 1 1
2(1—i0++1+z’0+) 2~ §R<1—z’0+)

Otra forma equivalente es

% (1 —1i0+ - —1ii0+) - % {PG) Fimd (1) = P(—%) _Ws(_l)] -
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/OO dx senz =1
‘ (B.34)

(i Comentarios ? )

En forma andloga

sen(kr)/(kr)

ik
3, € _ > 2 1 / ~ iE'F> l — 4_71’ /OO
/dr B /0 dmr (47r QFer ¢ e sgn (k) sen [k r)

T
4 [e’e)
= k_;r/o dr senr

[ o iy k= |E] (B:35)

r

B.4. Expansiones Asintéticas

En esta seccién nos limitamos a sugerir algunos tépicos ( siguiendo la pre-
sentacién del libro de texto de A. Erdélyi? ):

= Series Asintéticas.
» Integracidén Asintética:

e Integracion por partes.

e Método de Laplace.

e El método del descenso mas rapido.
e Integrales de Fourier.

e El método de la fase estacionaria.

» Ecuaciones Diferenciales con un parametro muy grande.

2 Asymptotic Expansions, A. Erdélyi, Dover Publications, Inc., New York 1956.

Ver ademas, Curso en Métodos de la Fisica Tedrica, P. L. Torres 2000. Puede ser adqui-
rido en la Direccién de la Escuela de Fisica ( dirfis@fisica.ciens.ucv.ve ). Telf.
( Phone ): (+058) 212 6051187, 6051102, 6051188.



Apéndice C

Probabilidades y Simulaciones
Simples

C.1. Probabilidades

En esta seccion suponemos que el lector estd familiarizado con la teoria ele-
mental de probabilidades en la forma presentada en el curso de Fisica Estadistica
del pregrado. El propésito de la misma es mostrar algunos problemas tipos que
permiten ejemplificar algunas herramientas mateméaticas adicionales.

Ejercicio C.1

Los elementos del conjunto de ndmeros reales {xq,z1,...,xn_1} Se
han generado con una distribucién uniforme de probabilidades en el inter-
valo [—1/2,1/2).

1. Evalue la probabilidad de que la suma Y=z, sea menor que un
valor dado s.

2. Evalue la probabilidad de que la suma ( mencionada en el aparte
anterior ) sea menor que 3 al generar 10 nimeros.

SOLUCION:

1. Sea P (s) la solucién al problema planteado. Esta viene dada por

1/2 @ N-1
,Ho /1/2 /1/2 Ao <$_ %%)

N
SN, <s

1/2 o dk eik(s_zfj:_olz">
H /1/2 oo 27 k — 10T

99
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00 dk’ iks 1/2 ) N
— € : / dz e—zkx
—oo 211 k — 10T \J-1/2

0o % oiks o—ik/2 _ oik/2 N_/Oo % oiks sen (k/2) N
—o0 2mi k — 0 —ik "~ Jeoo 2w k — 0T k/2

 dk e?iks sen k N_1+P/OO% e2ks (sen kb \ Y
—oo 2mi k— 0t \ K N k

5 —00 271 k

donde hemos usado resultados de la seccién B.3. El simbolo P antes del
signo integral significa Parte Principal de la Integral®

N N
P(s) =0, (51 s<—75 o0 525>
1  dk sen (2ks) [senk N
P(s) = = -
() 2+/—oo 2 k ( k ) (C.1)
. 1 / N N
=1 SN N ; (—1) <£>(N 25 — 2/0)
0<L<N/2—s
<s' —£< <E>
LT 2T

La serie finita ( para el caso —N/2 < s < N/2 ) es obtenida en tablas de

integrales?.

Por ejm. . .:

2
1
P/ dzx
-5 x—1

En particular, por ejm. ..

2 1
P/ dx = lim
_5 r—1 e—0t

2
/ dx 1
-5 x—1

2Ver, por ejm..., 3.836.4 en Table of Integrals, Series and Products, I. S. Gradshteyn e
I. M. Ryzhik, Academic Press 1965.

2
1
dz )
1ie r—1

1—e 1
lim (/ dz +
+\J_5 z—1
(ln ) = —1In6

significa
e—0
diverge logaritmicamente.

1
€

:—g’-l—ln

mientras que
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2.

P-Dluso = 1-gaogg X (0 () @0-2x (-p -2

¢
0<£<10/2—(—1)

5 (6—0)"
= 1= (1) 0 (10 — 0)!

=0
P (—=1)|y_10 = 0,1389015651 (C.2)
|
Ejercicio C.2
Los elementos del conjunto de niimeros reales {sg, s1,...,Sny_1} son

generados con la distribucién de probabilidades P (s). s € R.

= Evalue la distribucién de probabilidades P (z) de la suma x = s +
St+ -+ Sn_1.

= Construya una aproximacion Gaussiana para P (z).

SOLUCION:

Pl) = %/_;dxlp( :di no/ ds, P (sp)

5n<z

— le/ dsn P (s,) <x—§;sn>

© (:17 — an 01 sn)

N-1 .o d
nl;[o [oo s (S ) dx

N-1l . N-1
— H/ dsnP(sn)cS(x—an)
n=0 7~ n=0
N-1 .0 00 . N—1
= 7};[ /_OO dSTL P (STL> / (21—]{: elk(z_Zn:O Sn)

—oo 4T

- [ Lo ere]
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P(x) =  dk ek PN (k) | P (k)= /_o:o ds e ™ P (s) (C.3)

—00 2

Reescribamos P () en la forma

o dk ik nP
P(aﬁ)— _OO% ek +NInP(k)

y estudiemos el argumento de la exponencial hasta orden k?:

ike + NInP (k) = ikx+N1n/oo ds e *s P (s)

Q

o 1
ko + N [~ ds (1 — ik — 32k2) P (s)

—0o0

= ikz + Nln (1 — ik (s) - %’fz <32>)

~ ikx

+

N [(—z (s)k — 1 <s2>k2) - % (—z' (s)k — % <s2>k2)21
~ ik + N (—z' (s) k= = (*) K2+ % (s)? k2>

. 1 2 2) 12
= z(x—N<s>)k—§N(<s )= () k

Cono= VN AsyAs= ,/ <(s - <s>)2> =/ (s2) = (s)® se obtiene:

ikz + NInP (k) ~ z’(x—N(s))k—%a%zz—%aQ<k2—2i7x_£<s>k;)
_ _%Uzlkg_Qix—g<s>k_<x—54<s>>21
(z = N(s))”
202
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En consecuencia

P(z) o~ (2= N(s))/20° /°O dk e—UQ[k—i(x—N<s))/a2]2/2

co—i(x—N(s))/o?

— o (@=N{s)?/207 / dk oK/

—oco—i(x—N(s))/o?

o= (@=N(5)?/20 / T dk =02 o o—(@=N(s)?/20?

Puesto que

/OO do o™ @ N6 — o &

se obtiene entonces la Aprozimacion Gaussiana

Aproximacién Gaussiana

o (2—N(s))?/20
Pla) = Var o e

c = VN As

Note que la validez de esta aproximaciéon requiere N > 1 y/o una wvariacion
suave de P (s) que permita la propiedad As > 0. En particular, es necesaria la
existencia de momentos (s") de la distribucién P (s). En realidad, estas condi-
ciones no se cumplen necesariamente para un P (s) dado como puede verse en el
Ejercicio C.3.

Usualmente se considera que la aparicién de la aproximacién Gaussiana en
diversas disciplinas se debe a que esta puede construirse, salvo excepciones nota-
bles, en forma independiente de la estructura de la distribuciéon de probabilidad
individual subyacente. u

Ejercicio C.3

Use el resultado C.3 para evaluar P (z) cuando

NG

P(S): (8—80)2+F2’

I'>0
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SOLUCION:

~ 00 ) T . " foo
Ph)= [ dse LY, ——— [ s
—o0 (s —s0)" + 12 T Jo (s—il')(s+1I)

—iks

La integracion puede completarse en el plano complejo
—ik(iT)

o' + 4

' k(i)
B (k) = o-ikeo L l@ (=) (2m3)

e
—i" =l

+ 0 (k) (—2mi)

— o—tkso— k[T
s

En consecuencia

P(z) = /Oo dk oik(z—Nso)—[K|NT

—00 2T

El resultado final es obvio puesto que las transformadas de Fourier de P (z) y P (s)
son similares:

NU/m
(z — Nsg)® + (NT)*

P(z) =

Ejercicio C.4

En cierto experimento, la probabilidad P, ( n=0,1,2,... ) de que
se observen n eventos independientes satisface la relacién de recurrencia

(n+1)Pyuyq = AP, n>0, A>0 (C.6)
Determine P,, Vn > 0.

SOLUCION: Introduzcamos la funcién generatriz W (z)

U (z) =) P.2", zeC, |z] <1
n=0
donde
1 d"(2)
Tonl dem 0

Multipliquemos ambos miembros de la relacién de recurrencia por el factor 2" y
sumemos V n > 0:

o0 o0

E n+1)P, 12" =X E P, 2" — E nP, 2"t =\ P, 2"
( )
n=0
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la cual equivale a
d o o
— ZPnzn = )\ZPnz"
dz n=0 n=0

Por tanto, ¥ (z) satisface

dw
% = AV (2) lacual conduce a W (z) = Ae**, A = constante
z
Puesto que lim, ;- ¥ (2) = 30°, P, = 1 se concluye que A = e™*. Por tanto
[ee) )\TL
U(z)=ce e =Y 2"
n!
n=0
y en consecuencia
—A)\n
1%26 — n=0,1,2,...., A>0 (C.7)
n!
Esta es la conocida distribucion de Poisson. ]

Ejercicio C.5

Suponga que se lanzan N, dados ( de 6 caras ) simultaneamente
donde N, > 1. Evalue la probabilidad Py, (S) de obtener un valor dado S
de la “suma de las caras ": S = foggl d, donde d, = 1,2,...,6 es
el valor obtenido con el dado n—ésimo. Use el resultado obtenido para
evaluar Py, (S) cuando N; = 1,2, 3.

SOLUCION: Trabajaremos con la suposicién razonable de que la probabilidad de
obtener cualquiera de las caras de un dado es 1/6. Al realizar cada lanzamiento
la probabilidad de obtener cualquiera de las 6™¢ posibles configuraciones ( ; los
dados son distinguibles ! ) es

Ny veces
1 1 1 1 1
— X =X — e — =
6 6 6 6 6N
Por tanto®
1 1 5
Py, (5) = > 6Na — ¢Na > (5= dn),0

{dn} {dn} n=0

Yoy dn=s

3Cada lanzamiento es independiente de cualquier otro lanzamiento.
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Esta se lee como “la suma sobre todas las configuraciones {d,}, tales que la suma
de las caras de los dados lanzados es exactamente S, de la probabilidad 6~ N¢ de
obtener una configuracion dada ”. Obviamente, Py, (S) =0si.S < Njo0 S > 6Ny
de manera tal que solo es necesario evaluar Py, (S) cuando Ny < S < 6N,.

Para realizar explicitamente la suma es conveniente usar la identidad ( una
integracién en el plano complejo )

50 = 7{ dz 1 (C.8)

2j=1— 27 zntl

P, (S) se reduce a

1
Py, (S) = 74 1
Nd( ) 6Nd {dz} |2|=1- 271’1 S Efﬁg dn)+1
1 7{ dz 1 i d N
= — — z
6Na Jjzj=1- 271 25H1 \ o

1 7{ dz 1 [z(z6 -1
6N =1 27 2S5H! z—1

= % f g (- -9 ©9)

=1~ 2mi z5—Natl

Al realizar la integracion, mediante el uso del Teorema de los Residuos, es obvio
que la tnica contribucién a la integral proviene del coeficiente de 2%~ N¢ en el
producto (1 — 26)™ (1 — z)™Na,

(1-— z)_N‘i puede desarrollarse en serie de potencias de z en la forma siguiente:

N, = I'(—=Ng+1 n
(1-2) :Y;)n!F((—Nd—ni—l) (=2)

donde T'(2) es la funcion Gamma ( z € C ). Usando repetidamente la identi-
dad I' (z + 1) = 2I" (2) obtendremos:

(1—2)Ne — i (—Ng) (=Ng = 1) (=Ng = 2)...(=Ng—n+1)

n!

(=2)"

n=0

-3

n

o n!
B Z(]\7d+n—1 i Ng+n—1 n
B n=0 n! (Nd_ ]' n=0 d_l
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donde

—————,  si 0<n<N
(N)Z n! (N —n)! : nNeZ

0 ) en cualquier otro caso

Con estos resultados se obtiene

(1= - = 5 (T (e ()

n=0 n'=0
= i i (=" Na) (Natn' =1 Zton
n—0 n=0 n Nd —1

Al reemplazar este resultado en la expresién (C.9) se obtiene

1 > X n Nd Nd + n’ —1 dz 1
PNd (S> = 6N Z Z (_1) < n ) < Ny —1 ) j{z:l % 5 S—Ng—n'—6n+1

n/=0n=0
1 X X n Nd Nd+n’—1
= -1 §n’ —Ngz—6n
e 2 2 () (M o
1 & Ng\ (S —6n—1\ &
= _17’L 577/_ —6n
6Ndn:0( )<”>< Ng—1 )wzzo e

—_
3
Q

o i n(Ng\ (S —6n—1
A rey

donde N, .. = min {Nd, {S _GNdJ}

En realidad, cuando Ny < S < 6N, se cumple que Nyar = |(S — Ny) /6] < Ny.
Por tanto

P, (5) = 7 3. (<" (N) (S o 1)

n=0 n

si Ng<S<6N; 00 ( cero) en cualquier otro caso. (C.10)

S — Ny

Nméx:\‘ J<Nd
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Se puede demostrar que la suma en (C.10) se anula cuando se reemplaza N4
por Ny ( lo cual ocurre cuando S > 6N, ). En efecto, note que

S—6n-1\ (S—6n B S—6n—1
Nd—l N Nd Nd

y la suma en (C.10) se reduce a

N, N,

d n Nd S—6n-—1 N d 1\ Nd S —6n
ner ()0 = 5o ()0

n=0
Ja Ng\ (S —6n—1
e ()R
n—0 n Nd
Las dos sumas en el segundo miembro son independientes de S e iguales a 6™V en
virtud de la identidad*

2:@><S_kj(—wk=tﬂ I entero > 0

& r

P1(S): En este caso la evaluacion se reduce al caso 1 < S < 6. Por tanto, Ny, =

[(S=1)/6] = 0:
Pusw=é%—wocj<s_ff?_l>

1
Py (S)|1§S§6 ~ 6

0 en cualquier otro caso

(C.11)

P, (S): En este caso la evaluacion se reduce al caso 2 < S <12y

5_1 {0, si 2<S<7T
L

de:(: = \‘—
1, s 8<8<12

4Ver Capitulo 1 de Algoritmos Fundamentales, Vol. I, D. E. Knuth, editorial Reverté S. A.
1986.
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s = g S ()

n=0 n

- 3—16 JZO (—1)" (i) (S —6n—1)

S—1
Py (9)lpeg<r = 35
1 13—5
Py (S)‘sgsgm = % [S_ 1— 2(5 - 7)] = 36
1 |S—1
Py (S>‘2§S§12 - 6 | 36

0 en cualquier otro caso

P3(S5): En este caso la evaluacion se reduce al caso 3 < S < 18y

0, si 3<5<8
1, s 9<S<14
2, si 15<S<18

o = &S ()F )

n

HJ:

ch’wc = \\
6

1 Nméz(_l)n <3>(S—6n—1)(5—6n—2)

216~ " 5
= % ]:é (=1)" (S - 6nn7 (13) (_Sn;! 6n — 2)
Py (5)|5eges (S — Z)S(QS —2)
P3 (S)lyescrs = % [(5 - 1>6(5 -2 (8- 7)2(5 )
Py (5)|5esers = % [(S - 1)6(5 ~2) (S- 7)2(5 _§)

109

(C.12)

(C.13)
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+

(S —13) (S — 14)
2

( 0 en cualquier otro caso )

Ejercicio C.6

El lanzador L decide determinar la distribucién® de probabilidades de
cierto bateador B o, en otras palabras, cuan eficiente es B al batear una
pelota con rapidez v. Para ello disefia un experimento que consiste en
efectuar Ny, lanzamientos, con rapidez v, al bateador B. Sin embargo,
por razones obvias, la pelota es lanzada en el i—ésimo lanzamiento con
rapidez v; ( no necesariamente igual a v ) determinada por la probabili-

L) ,(B)

dad PU(_UZ,. v~ es la probabilidad de que B batee la pelota que recibe con
rapidez v’. v o/y v’ son valores discretos que pertenececen a un conjunto
especifico de valores escogido por el lanzador L al disefiar su experimento®.

Obviamente se cumple
B L
e o1, s et o1

1. Evalue la niimero medio (Ng)g de pelotas “ bateadas " promediadas
con la probabilidad de batear una pelota que es recibida con cierta
rapidez por el bateador B.

2. Evalue la nimero medio <<NB>B>L de pelotas “ bateadas " prome-
diadas, ademas, con la probabilidad que caracteriza al lanzador L.

3. Basadndose en los resultados obtenidos: ; Cual es la probabilidad
( de que B batee una pelota que L cree que aquel recibe con ra-

B
pidez v ) 775 ) inferida por el lanzador L ?. Discuta algunos casos

[imites.

B . ‘“ - ” iy
Note que 735 ) puede considerase como “la medida " realizada en
el experimento propuesto por L.

5Note que usamos probabilidad para caracterizar el caso discreto mientras distribucion de
probabilidades caracteriza el caso continuo.

6Note que ¥ y ¢ tienen la misma direccién y el mismo sentido tal que, de acuerdo a la
Figura C.1, la rapidez ( v = |0] ) y la componente x de la velocidad coinciden y son positivas.
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j Creo que la estoy ( Ver pag. 117)
FUENTE lanzando con rapidez v !. MUE TRA /

MULTlCAN
U =2 @

RECEPTOR ( |QUECHER|)

x
Figura C.1: El lanzador L realiza un experimento para determinar la respuesta del
bateador B a una pelota lanzada ( a lo largo de N, lanzamientos ) con velocidad vz.
Sin embargo, y por razones obvias, la pelota es lanzada con velocidad ¢’ tal que v’
es, en el mejor de los casos, un valor cercano a v. Las distribuciones de velocidad,
en consecuencia, se refieren a componentes de ¥y ¥’ positivas aunque la inclusion
de valores negativos muy improbables ( ; el lanzador no lanza hacia atras ! )
puede hacerse por conveniencia. Es conveniente retornar a esta figura después de
leer el recuadro de la pag. 117.

4. ; Cual es la rapidez media medida (v) 7. ; Cual es la desviacién
standard o ancho de la probabilidad medida ?

5. Explique como puede inferirse, a partir de los resultados anteriores,

B
la probabilidad real PU( ) que describe al bateador.

6. En atencién a los resultados anteriores, discuta el limite continuo
(veR).

SOLUCION:

1. El ntmero de pelotas bateadas viene dado por

donde, en el 7-ésimo lanzamiento, n; = 0 si el bateador B fall6 o n; = 1 en
caso contrario ( la pelota fue bateada ). La rapidez de la pelota recibida en
el i-ésimo lanzamiento es v; la cual es determinada por el lanzador L. Por

tanto
X O}

(Np)p= > (ni)p= 2 {Pv(iB) x 14 {1 _ pv(iB)
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Np -1
(NB)g = ZO PP
2. <<NB>B>L viene dado por
NL—I NL—l
((Nelg) = 3 (PP = > @Pv@, RE,B))

N, = NV P(}‘)/P(/B)
((Ng)g), L2 Fov b

112

(C.14)

(C.15)

3. Puesto que <<NB>B>L puede considerarse como el numero medio de pelotas
bateadas o, lo que es lo mismo, una medida realizada en el experimento de L,

este infiere que <<NB>B>L /N1, “corresponde 7 ala probabilidad medida Py

(B)

de que el bateador B batee una pelota con rapidez v ( registrada por el

lanzador L ):

73§B) =) Pv(i?, PU(,B) , ( Convolucién )

Basandonos en este resultado consideramos algunos casos limites:

(C.16)

s Fl lanzador siempre lanza la pelota con una rapidez definida v: Esto

significa que
L

v—v' T 51111'

Usando el resultado (C.16) se obtiene

lo cual significa que el resultado medido corresponde efectivamente a

la probabilidad de batear una pelota con rapidez v.
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s Fl lanzador lanza la pelota de acuerdo a una probabilidad que es inde-
pendiente de la rapidez: Esto significa que
L 1
P ;= =
vV—v Q
donde € es el numero de posibles valores seleccionados de la rapidez.
Usando el resultado (C.16) se obtiene

lo cual significa que el resultado medido no suministra informacion
alguna sobre las virtudes del bateador B.

» Fl bateador repele la pelota de acuerdo a una probabilidad que es inde-
pendiente de la rapidez: Esto significa que

donde € es el numero de posibles valores seleccionados de la rapidez.
Usando el resultado (C.16) se obtiene

lo cual significa que el resultado medido corresponde exactamente a la
probabilidad actual de bateo. Es notable que el resultado es indepen-
diente de las destrezas del lanzador.

» Kl bateador solo puede batear las pelotas que recibe con cierta rapi-
dez vg: Esto significa que

HB) _

v — 51)/1)0

Usando el resultado (C.16) se obtiene

p® — pt)

v—g

En este caso, el lanzador detecta la condiciéon de bateo de B al notar
que el resultado medido es una traslacion de su propia probabilidad de
lanzamiento.
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4. (v) viene dada por ( ver (C.16) )

(v) = ZPSB)U =Y [Z PU(}B/ PU(/B)} v = ZP ZPU (v+")

()1, 1
= <Z PU(,B)> (V) + ZPU(, )v'
1 (B
(v) = (v)L + (v)B (C.17)

Procediendo en forma similar, a los resultados de arriba, obtendremos (v?):
() = 2Py s e PP e - s e s A )
B
= Y Pv(, ) (<1}2>L +2 () v + 1/2) = <U2>L +2{v), (v)g + <1}2>B

La desviacién standard ( ancho de la distribucién ) viene dada por el resul-
tado medido Av = / (v2) — (v)”

Av = /(Avg)?+ (Aup)? > Auvg
(C.18)

Avg = \/(AU)Q—(AUL)2 < Av

Note que estos resultados son vélidos cuando los momentos (v™) ( con n =
1,2 ) existen. Por ejm... el resultado es invélido para distribuciones de
probabilidad Lorentzianas.

5. En la expresién (C.16), multipliquemos ambos miembros por el factor zv
(z€C,|z] < 1)y sumemos sobre v:

s =[St o] - 5 A0 [ 6]
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Por tanto 5
A

(B) v
2 =W,

y en consecuencia

B _ 1 >, PP

T ol dey L ’
vl dz 5, Pu( )Zv o

( Deconvolucién ) (C.19)

(B) (L)

Puesto que Py 7 es el resultado “ medido ” y P, ’ se presume conocido, la
expresiéon anterior” descubre como batea B.

6. Introduzcamos las notaciones:

Pg (v): Distribucién de probabilidades medida del bateador B.
Pg (v): Distribucién de probabilidades Teal del bateador B.
P1 (v): Distribucién de probabilidades del lanzador L.

Las definiciones de P (v) se precisan mas abajo.
L

Usemos la identidad

d v

Pg (v) = — / Pg (v/) dv’ (C.20)

dv J-oo
La integracion® representa la probabilidad medida de que el bateador batee
pelotas que recibe con rapidez < v lo cual equivale a

[ Pewyar =3P =y pPow-v)

v/ <v

Insertando este resultado en (C.20) y usando la identidad d© (t) /dt = 0 (t)
se obtiene:

Pg(v) =) Pg,B)(5 (v —2")

"Cuando v forma parte de un conjunto de valores discretos ( pero no necesariamente enteros )
v resulta ser una funcién de n € N ( por ejm... v = (;Sn,P,gm) = P;)'n”) ), (n=0,1,2,... ),y
podremos usar el indice entero n en forma similar.

8Note que incluimos la posibilidad de que v sea negativo ( el lanzador lanza hacia atras ) lo

cual es prdacticamente improbable. Ello puede tomarse en cuenta, a posteriori, en las dgﬁniciones
particulares de las distribuciones de probabilidad. Por ejm... P (v) & © (v — 20) e~ /%,
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Reemplazando, en esta expresion, la convolucién (C.16):

Plv) = ¥ [Z Pﬂ,,a@] 5(v— )

'U, 'U”

= {5 M)

U"

e introduciendo la distribucién de probabilidades del lanzador
L
Pr(v) = ZPU(, )5 (v—1")

se obtiene

Pg(v) =Y Pr(v—1') PU(,B> ; ( Convolucién ) (C.21)

En este resultado, cada término de la suma puede ser multiplicado, sin
alterarlo, por el factor

= /OO d (" =) dv”

—00

lo cual conduce a

Pa() = YL )Y [T 5 =) !

— [ PLw=v) lz PPs (" - v’)] dv”

La expresion entre corchetes es la distribucién de probabiliades real del
bateador:

Pg(v) =) PU(,B)(F (v—"2")

tal que

Pg (v) = /o:o P (v =) Pg (') dv', ( Convolucién ) (C.22)
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Note que esta expresién ( y sus variantes anteriores ) es si-
milar a la obtenida en algunos métodos espectroscépicos; en-
tre ellos notablemente el efecto Missbauer®: Una fuente de
radiacién que es caracterizada por una distribucion, alrede-
dor de cierta energia E, de probabilidades I (E) es colocada
de manera tal que una muestra ( andloga a B ) puede cap-
turar, la radiacion emitida por L, con cierta distribucion de
probabilidades I (E’). La fuente Les modulada por efecto Do-
pler (I(E) —1(E —FE’) ) con lo cual es posible realizar ba-
rridos o “ muestreos 7 para diferentes valores de E los cuales
al registrarse permiten construir un histograma o distribucién
medida lo cual permite extraer informacién relacionada a la
muestra. La técnica Mossbauer usa un multicanal sincroni-
zado con la velocidad de la fuente L de la misma forma que
el receptor ( sincronizado por senas con el lanzador L ) colo-
cado detras del bateador puede llevar su registro de pelotas
bateadas o no bateadas. Ver Figura C.1.

Pg (v) es obtenida tomando transformadas de Fourier en ambos miembros
de esta expresion:

/OO dv e ™ Pg(v) = /OO dv e~ v /OO Pr (v —v")Pg (V) dv/

= /OO Pg (v') dv’ /OO dv e Py (v — )

= /Oo Pg (v') dv’ /_O:O dv e RO+ pr ()

—0o0

= UOO e~ Py (v) dv’] [/_O:O dv e ™ Py (v)

Con la notacion:
< dk ., ~ ~ 00 ,
o) = [ ik = dk= [ dve o)

obtenemos

he )

B (k)
L (k)

Py (k) = (C.23)

=l

9Ver The Mossbauer effect: A review, with a collection of reprints, Hans Frauenfelder,
W. A. Benjamin 1962.
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tal que

_ > dk 4, Pe(k)
Pg (v) = 3¢ By (h) (C.24)

A manera de ejemplo, consideremos el caso

r
Py(r) = — BT rpso
(v—wvp)" +Ig
FL/W
(v—vp)’ +T%

FL>0

La distribucién de probabilidades medida Pg (v) viene dada por:

Pp(v) = [ PLO-v)Pp(v) v

o FL/W FB/W /
= / , T T Ea— dv
—oo (v—v"—wp)" +TIf (v —vp)" +T§

Definamos G (z) = 1/z, z € C, z # 0; tal que

X

Pg(v) = /_O:O K—%) 3G (v — v+, +14lL)

K— l) 3G (v —vg + iFB)} dv’

™

i/oo dU,G(v’—v+vL+iFL)—G(v’—v—l—vL—iFL) y
o2 ) 2i
G(U’—UB+iFB)—G(U,—UB—ZTB)

24

G (w=xil'), con I > 0, tiene un polo en el semiplano inferior o superior
del plano complejo, respectivamente. Por tanto, al usar el Teorema de los
Residuos la tnica contribucion a la integral proviene del producto de los
términos cruzados en el integrando. Es decir

Pg(v) = ——/_O:Odv' (-G (v —v+wv, +i') G (v —vg —il')

G —v+wv, —il'L) G (v —vg + iI'g)]
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1 00
= F9%/ dv'G (' —v+wv +4I) G (v —vg — il'g)
™ —00
1 o0 1 1
= —9%/ do’ , ,
212 Jeoo VU —v 4+l v —vg — il
1 1
= —R|2ni
272 l ™ (vg +iI'g) — v + v, +1il'g
1 1

= - -3

T (UB+UL—U)+i(FB+FL)

o) — (Tg+TIp)/m
P = g+ o + T+ TP (C.25)

J.

Con este resultado “ medido 7 simple ( j Todas las distribuciones de proba-
bilidad involucradas tienen la misma forma Lorentziana !') se pueden inferir
los valores de vg y I'g lo cual equivale a determinar la distribucion de pro-
babilidades real de bateo del bateador B. Por ejm. .., siguiendo la analogia
con la técnica Méssbauer, mencionada arriba ( ver recuadro en pag. 117 ),
ello determina algunas de las caracteristicas de la muestra B.

Ver expresién (C.18) y comentario subsiguiente para entender por qué se

obtiene el factor I'g +T'f, en vez de /T§ +1T7 .

La Figura C.2 ejemplifica los resultados, asociadas a las distribuciones Lo-
rentzianas, que se han explicado arriba.

Una simulacién basada en los resultados de este
ejercicio se presenta en el Ejercicio C.17.
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Beisbdl vs. Espectroscopias

3.5
e ——
2.5
2
15 A
1 [-- LANZADOR 1
] |— BATEADOR I
. MEDIDA Iy
1_ ] \
] Iy
- 1 \
- ’ ‘
- !
0.5 ) \
] / \
. o Mo
0 IIIIII_I—I—I_-I—I'TIIIIIIIIIIII-I—I—I—I_I-I_IIIIIIIIIIIIIIIII
1 2 3 4 5 6 7 8

Figura C.2: Las distribuciones de probabilidad medida ( simbolos + ) y real ( linea
continua ), del bateador, se muestran invertidas en la parte superior para enfatizar
que las pelotas lanzadas ( emision ) y las pelotas bateadas ( absorcion ) se mueven
en sentidos opuestos. Note que la medicién se desplaza a la derecha con un ancho
mayor que los respectivos anchos del lanzador ( linea de segmentos ) y el bateador
( linea continua ). Ver texto.
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C.2. Simulaciones Simples!’

Suponga que decide realizar el lanzamiento de una moneda un millon de ve-
ces. Por ejm. .., si el nimero de CARAs N¢ es mayor que el nimero de SELLOs Ng
( No > Ng ) podemos decidir que la opcién CARA es la triunfadora entre dos
eventos posibles ( por ejm..., ser o no ser, bueno y malo, arriba o abajo, apa-
gado o encendido, te pago o no te pago, etc... ). La realizacién manual de este
experimento resulta ser, en verdad, bastante aburrida entre otras cosas. La pri-
mera opciéon que se nos ocurre para evitar el lanzamiento manual es delegar en
una maquina el lanzamiento de la moneda con todas las complicaciones ( disefo,
costos, etc... ) que esto acarrea.

Otra opcion consiste en usar algun sistema que decida en base a una coleccién
de numeros {£,} generados uniformemente al azar en el intervalo [0, 1).

Denotando con £ a uno de estos niimeros:
1. Se escoge la opcién CARA si € satisface 0 < ¢ < 1/2: £ € [0, 1).
2. Se escoge la opcién SELLO si & satisface 1/2 < < 1: £ € [1/2,1).

Esto se justifica notando que la probabilidad de generar un ntiimero £ € [a, b)
(con 0 <a<b<1)con una distribucién uniforme de probabilidades en
el intervalo [0, 1), viene dada por b — a:

b
[ag=b-a, 0<a<b<l

En particular, ello significa que en el caso mas general, que incluye la posibilidad
de monedas sesgadas, se escoge la opcién CARA si & < peara 0 SELLO en caso con-
trario. pcara €s la probabilidad de obtener CARA. El lector podra notar que hemos
reemplazado la moneda por un mecanismo ( no especificado por el momento ) que
genera numeros al azar y decimos, en este sentido, que estamos realizando una
Simulacion del Lanzamiento de Monedas. Obviamente, podemos imagi-
nar que algunas caracteristicas del lanzamiento de monedas han sido obviadas.
En la practica ello puede remediarse, al menos parcialmente, incorporando a la
simulacién otros elementos que no discutiremos aqui debido al propdsito simple
de esta seccion. En cualquier caso, una simulacién puede ser muy simple o extre-
madamente complicada de acuerdo a las caracteristicas del sistema en estudio.

La moneda solo sirve al propdésito de ilustrar el ejemplo pero el analisis es rele-
vante a cualquier situacién con dos eventos posibles. Si tenemos que decidir entre
varios eventos ( n =0,1,2,... ), que ocurren con probabilidades Py, P, Ps, ..., la
generalizacién es evidente:

0De acuerdo al DRAE ( http://www.asixinformatica.com/servicios/drae.php ), simu-
lar significa “ Representar algo, fingiendo o imitando lo que no es ”.
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1. Dividamos el intervalo [0,1) en segmentos de longitud Py, Pi, Ps, ... como
se indica a continuacién:

Py Py+ P P+ P+ P
5
2. Si 0 < &< P escoga la opcién 0.
Si Ph < ¢ < B+ P escoga la opcién 1.

Si PBhb+P < & < Py+ P+ P, escoga la opcidn 2.

ete. ..

A propésito: ; Como se generan nimeros al azar uniformemente distri-
buidos en el intervalo [0, 1) 7. A continuacién nos referiremos brevemente a
este tépico pero el lector interesado en el tema puede consultar la inmensa
literatura sobre el tema. Uno de nuestros propdsito es mantener un nivel

’

tan simple como se pueda “ pero no mas simple ".

En esta seccion mostramos una serie de simulaciones simples. En realidad son tan
extremadamente simples que, con un poco de paciencia, algunas de ellas pueden
realizarse con una calculadora de bolsillo como la que se muestra a continuacion:

La tecla | RAND | genera niimeros pseudoaleato-

0.45912345 rios distribuidos uniformemente en el interva-
lo [0,1). Ello significa que la distribucién de

/x| 22 | v/ |CE/C| AC probabilidades que genera tales nimeros es de la
NV | sin | cos | tan | DRG forma P (f) = @ (£) © (1 = &). En particular, es-
= ta es la unica distribucion que necesitamos para
e EE [[log | In | ¥z . .
generar cualquier otra por complicada que ella
T | ! ( ) = sea: P (£)4
STO| 7 8 * .
RCL| 4 5) 6 —
SUM| 1 2 +
RAND| O +/— =
0 1 3

En un computador equipado con el lenguaje C++ disponemos, entre otras
posibilidades, de varios recursos que nos permiten generar una variedad de niime-
ros al azar:
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int rand(): Esta funcién retorna, en cada uso de
ella ( llamada ), nimeros enteros al
azar ( pseudoaleatorios ) en el interva-
lo [0, RAND_MAX]

void srand(size_t semilla): Esta funcién inicializa el generador de
numeros al azar con el valor semilla.

time_t time(time_t *): Esta funcion permite hacer uso del reloj
del computador para generar valores de
la semilla de inicializacién. Es util pa-
ra reinicializar el generador con semi-
llas independientes de la voluntad del
usuario.

Las funciones int rand() y void srand(size_t) y el identificador RAND_MAX
se definen en la biblioteca <cstdlib>. La funcién time_t time(time_t *) se
define en la biblioteca <ctime>. Ambas bibliotecas forman parte de la distribu-
cion usual de C++. En realidad, no estamos interesados en entender el mecanismo
de generacion de ntumeros al azar. Estamos interesados solo en el uso de ellos para
generar simulaciones simples.

Los siguientes son algunos casos usuales que el lector encontrard en ejemplos
posteriores:

= Cada llamada a una linea de codigo como, por ejm. . .,
double(rand())/(RAND_MAX + 1.0);

genera numeros equiparables a los reales, en el sentido matematico, en el
intervalo [0, 1). En realidad genera nimeros discretos con “ paso pequeno ”
los cuales son de enorme utilidad en multitud de aplicaciones.

= Cada llamada a una linea de c6digo como ( ni y dn son nimeros enteros de
tipo size_t )

ni + size_t(dn*(double(rand())/(RAND_MAX + 1.0)));

genera numeros enteros al azar {n} ( de tipo size_t ) tal que ni < n <
ni + dn.

El c6digo siguiente ( programa en C++ ) ejemplifica el uso de los recursos mencio-
nados arriba:

Imprime 10000 nimeros al azar en el intervalo [0, 1).
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#include <cmath>

#include <cstdlib>

#include <ctime>

using namespace std;

const double RANDMAX1=floor (RAND_MAX + 1.5);

inline double rand01() // Retorna un numero de tipo
// double ( "real" ) en [0,1).

{

return rand()/RANDMAX1;

}

int main()

{

// Inicializa el generador. Esta linea no es obligatoria.
srand(size_t(time((time_t *)0)));

// Imprime 10000 numeros al azar en [0,1).
for ( size_t i=0 ; i<10000U ; ++i ) cout<<rand01l()<<endl;

return O;

3

Ejercicio C.7

Simule 1000 lanzamientos de una moneda. El programa debe repor-
tar a) el nimero de caras y sellos obtenidos y b) la probabilidad de

obtener cara “ mediante el uso " de la informacién obtenida en a).

124

SOLUCION: : El programa moneda0O.cc supone que la probabilidad de obtener
cara o de obtener sello es 1/2 aunque el resultado que se infiere de la simulacién
no es necesariamente asi. Note que esperamos que el niimero de caras tome valores
en el rango 4950 < nearas S H050 puesto que la desviacion standard viene dada

por Ancapas = 1/ 10000 x 1/2 x 1/2 = 50.
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// monedaO.cc

#include <cmath>

#include <cstdlib>

#include <ctime>

#include <iostream>

using namespace std;

const double RANDMAX1=floor (RAND_MAX + 1.5);
const size_t LANZAMIENTO0S=10000U;

int main()
{

size_t cara=0;

srand(size_t(time((time_t *)0)));
for ( size_t n=0 ; n<LANZAMIENTOS ; ++n )
if ( (rand()/RANDMAX1)<0.5 ) ++cara;

cout<<"\n Caras = "<<cara<<endl;
cout<<"Sellos = "<<(LANZAMIENTOS - cara)<<endl;

cout<<"Probabilidad CARA = "<<(double(cara)/LANZAMIENTOS)<<endl;

return O;

3

Una ejecucion tipica de este programa genera el resultado:

Caras 5027
Sellos 4973
Probabilidad CARA = 0.5027

Ejercicio C.8

Este Ejercicio es similar al anterior salvo que el usuario decide con
que probabilidad cree o presume que se obtendra CARA. La simulacién es

realizada por el programa monedal.cc, en C++, a continuacién

SOLUCION:

125
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// monedal.cc

#include <cmath>

#include <cstdlib>

#include <ctime>

#include <iostream>

using namespace std;

const double RANDMAX1=floor (RAND_MAX + 1.5);
const size_t LANZAMIENTO0S=10000U;

int main()

{

double pCara;

do {
cout<<"Probabilidad de CARA 7: ";
cin>>pCara;

} while ( ( pCara<0 ) || ( pCara>1l ) );

size_t cara=0;

srand(size_t(time((time_t *)0)));

for ( size_t n=0 ; n<LANZAMIENTOS ; ++n )
if (  (rand()/RANDMAX1)<pCara ) ++cara;

cout<<"\n Caras = "<<cara<<endl;
cout<<"Sellos = "<<(LANZAMIENTOS - cara)<<endl;
cout<<"Probabilidad CARA propuesta = "<<pCara<<endl;

cout<<'"Probabilidad CARA \'"simulada\" = ";
cout<<(double(cara)/LANZAMIENTOS)<<endl;

return O;

3

Una ejecucion tipica de este programa genera el resultado:
Probabilidad de CARA 7: 0.2

Caras 2039

Sellos = 7961

Probabilidad CARA propuesta = 0.2
Probabilidad CARA "simulada" = 0.2039

J.

Note que la desviacién standard “ tedrica 7 viene dada por

ANcanas = \/10000 x 0,2 x 0,8 =40

126
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por lo que es razonable esperar 1960 < ncagas < 2040.

Ejercicio C.9

Este es similar al Ejercicio C.7 salvo que llevaremos “ una contabi-
lidad " al n-ésimo lanzamiento. En este sentido, consideramos el resultado
de la simulacién como un experimento y obtenemos la probabilidad simula-
da o medida como un ajuste a través del Método de Minimos Cuadrados.

En efecto, denotemos con:

C,: Nimero de caras al ejecutar n lanzamientos.

pc: Probabilidad de obtener CARA la cual se obtiene como
resultado del ajuste mencionado arriba.

N: Ndmero total de lanzamientos de la moneda.

pc se obtiene como aquel valor de p que minimiza la funcién F (p):

N F'p) = (éﬁ)p—én%

an’

l\DI»—

n=1

127

N(N+1)(2N +1)

F'(p) = Y n=

n=1
el cual resulta ser'!, con F' (pc) = 0,

SN nC, _ [3E05 (0/N) (Ca/N)| /N
Soiam? [+ 1/N][L+(1/2) /N]

pc = (C.26)

Por tanto
Fp) = <Zn> p— pc

lo cual permite interpretar a la probabilidad P (p) de “ medir " el valor p
como

S (= ) 1
P(p) x e’ W o e 207 | o T

2
ln

HOtra posibilidad es definir F (p) en la forma

fp)Z%i{[np—Cn]z—F npq—(An)Qr}, q=1-p

donde A,, es la desviacién standard al n-ésimo lanzamiento. Dejamos, esta posibilidad, como

ejercicio para el lector.
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cuando se ejecuta un niumero de lanzamientos dados lo cual es consistente
con la situacién de experimentos reales donde, en principio, se obtienen
valores ligeramente diferentes al repetirlos en condiciones idénticas apa-

rentes.
Note que el caso del Ejercicio C.7 equivale a considerar la minimi-
zacion de N
1 — Cy/N
S (Np—Cy)? = M
2 2(1/N)

tal que el método usado en este ejercicio es mas eficiente puesto que
(cuando N> 1) o ~ N%%envezde ~ N1,

Elabore un programa en C++ que

= evalue la propuesta discutida arriba para el caso de 1000 lanzamien-
tos de la moneda

= y discuta las virtudes de este método en comparacién con resultados
del tipo fraccion CARAS/LANZAMIENTOS.

SOLUCION: El programa, en C++, que se muestra a continuacién ( moneda2.cc )
implementa el resultado (C.26) ( método de minimos cuadrados ) y posteriormente
hacemos uso de un recurso grafico ( ver Figura C.3 ) para discutir las virtudes del
método discutido arriba.

// moneda2.cc

#include <cmath>

#include <cstdlib>

#include <ctime>

#include <iostream>

using namespace std;

const double RANDMAX1=floor (RAND_MAX + 1.5);
const size_t N=1000U; // Numero de lanzamientos

inline double rand01()

{
return rand() /RANDMAX1;

3
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int main()

{

double pC=0;

size_t cara=0,n=0;

for ( srand(size_t(time((time_t *)0))) ; n<N ; ++n ) {
if ( rand01()<0.5 ) ++cara;
pC+=(double(n)/N)*(double(cara)/N) ;

}

pC=(3.0*pC/N)/((1.0 + 1.0/N)*(1.0 + 0.5/N));
cout<<" pC = "<<pC<<endl;
cout<<"CARAS/LANZAMIENTOS "<<(double(cara)/N)<<endl;

return O;

}

Una ejecucioén tipica de este programa genera el resultado

pC = 0.482921
CARAS/LANZAMIENTOS = 0.487
C,4
+P%
_l’_
+
0 1000 n

Figura C.3: Los simbolos + representan algunos ( por simplicidad ) de los 1000
valores generados mientras la linea continua es el ajuste de minimos cuadrados
de acuerdo a la expresiéon (C.26). Ambos resultados son solo un bosquejo ( con
escala arbitraria ) del resultado simulado por el programa, en C++, moneda2. cc.

En la Figura C.3, CARAS/LANZAMIENTOS corresponde a la pendiente de la recta que
une el origen con el punto final Py mientras la linea sdlida corresponde al ajuste
de minimos cuadrados ( ver resultado (C.26) ) la cual representa una “ especie
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”

de muestreo 7 a lo largo de la simulacién y permite interpretar esta como un
experimento numMETico. |

Ejercicio C.10

Cierto personaje P realiza 10° ( un millén ) lanzamientos de una
moneda. Como resultado obtiene 6 x 10° caras y 4 x 10° sellos. A con-
tinuacién comunica sus resultados a cuatro personas P71, Pa, P3y Py
con la particularidad de que ello resulta en tres preguntas completamente
diferentes y con diferentes grados de informacién:

1. A P;: Solo te informo que realizé lanzamientos de una moneda.
i Cual es la probabilidad de obtener cara segun el experimento que
acabo de realizar ?

2. A Py: i Cual es la probabilidad de obtener cara si realiz¢ N = 108
lanzamientos y obtuve n. = 6 x 10° caras ?

3. A P3: Cual es la probabilidad de obtener cara si se realizaron N =
10° lanzamientos con desviacién standard ( para las caras ) A, =

2006 7

4. A Py: Siasigno —1 al valor sello y 1 al valor cara puedo afirmar que
obtuve el valor medio Pyrq X (1) + Psego X (—1) = 0,2 donde PEZZQZ
son las probabilidades de obtener cara o sello respectivamente y si
ademds consideré la posibilidad de obtener “ monedas de canto ” a
las cuales les asigno el valor 0 ( cero ). ; Cuales son las probabilidades
de obtener cara, selloy “ de canto” 7

SOLUCION:

1. P1 responde que | la probabilidad de obtener cara es 1/2 | puesto que en

J.

ausencia de cualquier informacion es “ razonable
lidad de obtener cara o sello debe ser la misma.

” suponer que la probabi-

Este tipo de razonamiento ( enarbolado por Py ) se conocié desde hace
algunos siglos como el Principio de la Razén Insuficiente'? y fue establecido
por Bernoulli en 1713.

2. Py adoptala “actitud frecuentista ” que interpreta la probabilidad como la
fracciéon de caras que aparecen a lo largo del total de lanzamientos y afirma

que | la probabilidad de obtener cara es 600000/1000000 = 0,6 |.

12Ver por ejm..., WHERE DO WE STAND ON MAXIMUM ENTROPY ?, E. T. Jaynes. April 1978.

Presentado en “ Maximum Entropy Formalisn_l Conference 7, MIT, May 2-4, 1978. Accesible
en: http://bayes.wustl.edu/etj/nodel.html



APENDICE C. PROBABILIDADES Y SIMULACIONES SIMPLES 131

3.

P3 argumenta que si los lanzamientos son independientes entre si, entonces
se puede recurrir a la conocida distribucion binomial de los resultados tal
que

—_——f~
1 1 (AL
Ac: NPcara 1_Pcara — Pcara:_ + -
\/ ( ) 2 4 N

En consecuencia, con la informacién suministrada P3 afirma que

Pcara = 074 o Pcara - 076

Si no se introducen las monedas “ de canto ” la solucién es obviamen-
te P.yra = 0,6 v Pseyo = 0,4. La introduccién de monedas “ de canto ” crea
una incertidumbre en el problema ( “ mas variables que ecuaciones ” ).
Sin embargo, P4 se plantea la siguiente reflexién: Si Py fue capaz de dar
una respuesta sin haber obtenido informacion apreciable alguna, ;, Como es
posible que yo no pueda dar ninguna respuesta si al menos se me ha pro-
porcionado una informacién ?. Py, en realidad, opté por la solucién que
corresponde a su ignorancia del asunto o a la sorpresa que experimentaria
ante la eventualidad de observar uno de los dos eventos ( cara o sello ).
P4 especula que debe haber una manera de cuantificar su ignorancia ( o
en cuanto se ha reducido esta ) una vez que posee una informacién sobre el
experimento y en completa analogia con el razonamiento de P.

En lo que sigue elaboramos el razonamiento posterior de Py4. Si un evento
es muy improbable yo experimentaria una sorpresa mayuscula si este ocurre.
Por ejm. .., me sorprenderia mucho que un rayo caiga sobre la laptop en
este momento. En tal caso, cuantificaria mi sorpresa como infinita ( oo ). Si
un evento luce muy probable no me sorprenderia si este ocurre. Por e¢jm. . .,
no nos sorprendemos en absoluto de que el sol salga todos los dias y en
situaciones andlogas cuantifico la sorpresa como nula ( cero ). Es obvio que
valores s tales que 0 < s < oo especifican diferentes grados de sorpresa
o/e ignorancia entre los limites elaborados arriba. Por ejm..., no me sor-
prenderia tanto que llueva hoy si hace dos dias llovié a pesar de que somos
ignorantes de los factores que determinan este fenémeno. P4 impone ( lo cual
le luce razonable ) que la sorpresa causada por dos eventos independientes
sea aditiva ( la suma de las sorpresas individuales atribuidas a cada evento ).
Por ejm..., la sorpresa 1) que causa la lluvia de hoy y 2) que se acabe el
queso en Francia debe ser mayor que la sorpresa causada por cada uno de
estos eventos por separado. Por tanto la hipdtesis de aditividad de la sorpresa
o ignorancia es la mas simple posible.
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Resumiendo, P, introduce una funcién s que permite cuantificar la sorpresa
o ignorancia s : (0,1] — [0,00) tal que a un evento que ocurre con pro-
babilidad p se le asigna la sorpresa o medida de la ignorancia s (p) la cual
satisface!:

lim s (p) = o0, lim s(p) =0 (C.27)

p—0F p—1~
s (pip2) = s (p1) + s (p2)

donde p; y ps son probabilidades de dos eventos independientes. Derivando
ambos miembros de la segunda ecuaciéon respecto de ps se obtiene

p1s (pip2) =5 (p2) = ps'(p) =5(1)

tal que
s(p)=¢ (1) Inp+ A, A = constante

A seanula (A=0)y s (1) debe ser negativa ( s’ (1) < 0 ) para satisfacer

las condiciones de frontera (C.27). La eleccién mas simple es s’ (1) = —1 tal

que

s(p)=—Inp (C.28)

Si un experimento dado puede generar €2 resultados posibles y cada uno de
ellos ocurre con probabilidad P, (n =1,2,...,8 ); entonces, al n-ésimo de
los posibles resultados del experimento se le asigna la sorpresa o medida de
la ignorancia —In P, tal que la sorpresa media o ignorancia media viene

dada por:
Q Q
S = Z P,(—=InP,) =— Z P,InP, (C.29)
n=1 n=1
Por ejm. .., en ausencia de cualquier informacion ( salvo la condicién de nor-

malizaciéon Y, P, = 1) la méxima sorpresa o ignorancia corresponde al

13En este contexto, la probabilidad es considerada como una medida de la factibilidad de un
evento e independiente de un argumento que “ cuenta eventos ”. En particular, en el caso de
eventos no repetibles, esta posibilidad luce mas intuitiva. Animados por el propédsito de enfatizar
esta situacion, algunos autores han sugerido los nombres presuncion o factibilidad en vez del
genérico probabilidad.

MFrecuentemente, s’ (1) es elegida de tal manera que permita el uso del logaritmo en bases
diferentes con resultados que lucen mas intuitivos. Por ejm. .., para un conjunto de espines 1/2
el logaritmo en base 2 es mas adecuado.
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valor maximo de § el cual se obtiene usando el método de los multiplicadores
de Lagrange con la expresion:

Q Q )
S—pud P,=-=> P,InP,—p> P,, (p: multiplicador de Lagrange )

n=1

Q Q
02%(—2]3”111]3”—#21:’”):—lan—l—u, VYm
m n=1

n=1
Por tanto, P, es independiente de n: P, = 1/). Este es el resultado que ha
invocado Py. La medida de la sorpresa o ignorancia, en este caso, se reduce

2 Q
1. /1
~Y —hn(=)=mh
o) =

Ahora que P4 ha introducido una versién cuantitativa de la sorpresa o

ignorancia puede abordar el problema planteado con la condicién adicional
del valor dado de (n):

. P_: Probabilidad de obtener sello.
= Z P,n, P,: Probabilidad de obtener canto. (C.30)
n=-—1
P;: Probabilidad de obtener cara.

Estudiemos la expresion S — 3L P,n— u>:_ | P, donde 8y u son
multiplicadores de Lagrange:

Ozap(ZPlnP QZPn—uZP)

n=-—1 n=-—1 n=-—1
= —InP,—1-0m—pu, m=—1,0,1
lo cual significa que P, = Z 'e ™ donde Z = Y.} | e " garantiza la

condicion de normalizacion. § se determina imponiendo que se cumpla la
condicién (C.30):

e D) 4 e PO(0) + e FD(1)  —ef 4 P
= e P01 1 o B0) 4 o A R
e 2 —1
e 2+ e f+1

la cual equivale a:

() + /4 -3(n)*
2(1=(n))

(1= () e = (n) 7 = (14 () =0 — ¢ =
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Con el valor (n) = 0,2 se obtiene e ® = 1,356107225: y por lo tanto Py

afirma que:

eb

Petolnemy = o ©| 0,2383714067 (SELLO)
1

Peantolp—g = P o 0,3232571868 ( CANTO )
-8
(S

Paralimy = o | 0,4383714065 (CARA)

La sorpresa media o ignorancia media obtenida con estos valores resulta ser:

S = _Psello In Psello - Pcanto In Pcanto - Pcara In Pcara
~ 1,068383376 < In3 ~ 1,098612289

lo cual muestra la reduccién de la ignorancia con respecto a la situacion
donde no se dispone de informacién sobre el valor medio (n).

La exposicion elaborada en este aparte provee una introduccién
extremadamente breve a los rudimentos de la Teoria de la Infor-
macioén. El lector interesado en el tema puede empezar consultando
la bibliografia mencionada en el pie de pag. 12 ( ver pag. 130 ).

Ejercicio C.11

Simule 60000 lanzamientos de un dado de seis caras. Cada cara “apa-
rece " con probabilidad 1/6.

SOLUCION: El programa dadosO0.cc, en C++, ejemplifica este caso:

// dadosO.cc

#include <cmath>

#include <cstdlib>

#include <iomanip>

#include <iostream>

#include <vector>

using namespace std;

const double RANDMAX1=floor (RAND_MAX + 1.5);
const size_t LANZAMIENTOS=60000U;
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inline double rand01()

{
return rand() /RANDMAX1;

3

inline size_t dado() // Retorna un numero ENTERO 1 <= n <= 6

{
return 1U + size_t(6.0*rand01())%6U;

3

int main()

{

size_t 1i;

vector<size_t> cara(6U,0); // Las 6 caras de un dado.

for ( i=0 ; i<LANZAMIENTOS ; ++i ) ++caraldado() - 1U];

size_t j=1U;

for ( i=0 ; i<cara.size() ; ++i,++j )
cout<<j<<" ---> "<<setw(5)<<carali]<<endl;

return O;

}

Al ejecutar este programa se obtiene:

--=> 10040
-—-=> 10074
---> 10046
9995
---> 9893
-—-> 9952

o Ok W N
|
|
|
\4

Ejercicio C.12

Simule 60000 lanzamientos de un dado sesgado de seis caras. La pro-
babilidad P, de obtener el valor n en un lanzamiento del dado viene dada
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por:

P, = 0.03, P, = 0.09 Py = 0.13

P, = 02, P = 025 Fs = 0.3

SOLUCION:

// dadosl.cc

#include <cmath>

#include <cstdlib>

#include <iomanip>

#include <iostream>

#include <vector>

using namespace std;

const double RANDMAX1=floor (RAND_MAX + 1.5);
const size_t LANZAMIENTOS=60000U;

size_t dado();

inline double rand01()

{
return rand() /RANDMAX1;

}

int main()

{

size_t 1i;

vector<size_t> cara(6U,0); // Las 6 caras de un dado.

for ( i=0 ; i<LANZAMIENTQOS ; ++i ) ++caraldado() - 1U];

size_t j=1U;

for ( i=0 ; i<cara.size() ; ++i,++j )
cout<<j<<" ---> "<<setw(5)<<carali]<<endl;

return O;

}

136
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size_t dado()

{

static const double sp[5]={0.03,0.12,0.25,0.45,0.7};
static double r;

r=rand01();

if
if
if
if
if

}

( r<sp[0]
r<sp[1]
r<sp[2]
r<sp[3]
r<sp[4]

N AN N

N N N N

return
return
return
return
return
return

1U;
2U;
3U;
4U,;
5U;
6U;

Al ejecutar este programa se obtiene:

O Ok W

-——> 1738
-—-> 5528
--=> 7819
---> 12119
-—-> 14937
---> 17859

Ejercicio C.13

137

Simule 240000 lanzamientos de un dado sesgado de veinte y cua-

tro ( 24 ) caras. La probabilidad P, de obtener el valorn (n =1,2,3,...
en un lanzamiento del dado viene dada por P, ox e~ (»=24)

SOLUCION:

1— —-1/24
p o loe

1— el

o= (24-n)/24

/24.

,24)
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// dados2.cc
#include <cmath>
#include <cstdlib>
#include <ctime>
#include <iomanip>
#include <iostream>
#include <vector>

using
const
const
const
const
const

namespace std;

double E_1=1.0/M_E;

double FACTOR=(1.0 - pow(E_1,1.0/24.0))/(1.0 - E_1);
double RANDMAX1=floor (RAND_MAX + 1.5);

size_t LANZAMIENT0S=240000U;

size_t& dado();

inline double p(const size_t &n)

{

return FACTOR*exp(-(24.0 - n)/24.0);

¥

inline double rand01()

{

return rand() /RANDMAX1;

}

138



APENDICE C. PROBABILIDADES Y SIMULACIONES SIMPLES 139

int main()

{

vector<size_t> cara(24U,0); // Las 24 caras del dado.

srand(size_t(time((time_t *)0)));
size_t 1i=0;
while ( i<LANZAMIENTOS ) ++caraldado() - 1U],++i;

size_t j=1U;
unsigned char k;
for ( i=0 ;;) {
cout<<setw(2)<<j<<" ---> "<<setw(5)<<cara[i]<<’;’;
if ( ++i<cara.size() ) ++j; else break;
for (k=0 ; k<3 ; ++k ) {
cout<<" "<<setw(2)<<j<<" ---> "<<setw(5)<<caral[i]<<’;’;
if ( ++i<cara.size() ) ++j; else break;

}

cout<<endl;

if ( i>=cara.size() ) break;
+
return O;
}

const size_t& dado()

{

static double r,suma;
static size_t n;

static vector<double> sp;

if ( sp.size()==0 ) {
n=(sp.resize(24U),0);
for ( size_t i=0 ; i<sp.size() ; ++i ) splil=p(++n);

r=(suma=sp[0] ,rand01());
for ( n=1U ; ( n<sp.size() ) && ( suma<r ) ; ++n ) suma+=sp[n];

return n;

}
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Una ejecucion tipica de este programa genera el resultado:

1 -—-> b5976; 2 —-—=> 6222; 3 ——-> 6552; 4 ---> 6635;
5 -—-> 6894; 6 -——> 7238; 7 ---> 7515; 8 ——-> 7919;
9 --—> 8382; 10 -—-> 8589; 11 ---> 09152; 12 ---> 9344;
13 —--> 9694; 14 ---> 10297; 15 -—--> 10591; 16 --—> 11034,
17 ---> 11463; 18 --—-> 12244; 19 ---> 12481; 20 ---> 13093,
21 —---> 13790; 22 ---> 14517; 23 ---> 14878; 24 ---> 15500;

u
Una generalizacion posterior ocurre en la eleccion de una variable x que es ge-
nerada por una distribucién continua de probabilidades P (z). Podemos imaginar
que un intervalo de valores [£,£ + Af) (con 0 < £ < £+ A& < 1) generados
con una distribucién de probabilidades uniforme en el intervalo [0, 1) correspon-
de a un intervalo de valores [z,x 4+ Axz) generados por P (z). Ello significa que
consideramos a x como funcién de & y tal que se satisface:

dz

P(;E)Ez

1 con x (&) = xo (C.31)

x es determinado por la ecuacion

/;P(x’) dr' = € — &

0

Ejercicio C.14

Explique como se generan valores aleatorios de 6 ( 0 < 6§ < 7 ) distri-
buidos de acuerdo a sen () /2. Elabore un programa, en C++, que gene-
re 30 de tales nimeros. Compare el valor medio de ellos y su desviacién
standard con los valores tedricos.

SOLUCION: Resolvamos la ecuacién

1sen(@)j—gzl con (£E=0 = 60=0)

2
(1 - cosf) = % [2 sen? (g)]

Esta conduce a

1 1
& = -5 cos (0) + 2 cos (0) =

0
— 2 Z
= sen <2>

N —
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«9:2arcsen<\/g), 0<éE< (C.32)

Con la generacién de sucesivos valores, uniformemente distribuidos en el inter-
valo [0,1), de £ se obtienen valores de 6 distribuidos de acuerdo a sen (6) /2
con 0 <6 <.

Valores tedricos de (0),, (6%), y Ab; vienen dados por:

—
>

~~

~

T 1 1
/ —sen (0)0df = — =0 cosb
0o 2 2

s 1 e
4z / cos (0) d0 = = ~ 1,5707963
0 2 Jo

2
(%), = /ﬂlsen(9)92d9:—192cos9ﬂ+/ﬂcos(9)9d9
t Jo 2 2 o Jo
7'('2 T 7T2 7T2
= ?+Hsen9|g—/ sen (6) d@z7+cos€|g:?—2%2,9348022
0

2

2 2 —
a0 = (00,07 = $ (%—2)—(%) = = 03007

El siguiente programa, en C++, senTheta0.cc implementa numéricamente el pre-
sente ejercicio:

// senThetal.cc

#include <cmath>

#include <cstdlib>

#include <iostream>

using namespace std;

const double RANDMAX1=floor (RAND_MAX + 1.5);

const size_t N=30U; // Cantidad de numeros generados.
double R;

double delta(double pl,double p2);

inline double rand01()

{
return rand()/RANDMAX1;

¥



APENDICE C. PROBABILIDADES Y SIMULACIONES SIMPLES 142

// Genera numeros, al azar, distribuidos segun sen(theta)/2 con
// 0 <= theta < M_PI

inline double randSen2()
{

R=rand01();

if ( (O<R ) && ( R<1.0) ) {

if ( ( 0<(R=sqrt(R)) ) && ( R<1.0 ) ) return 2.0xasin(R);

}

return ( R<0.5 ) ? 0:M_PI;

}

int main()

{
double proml=0,prom2=0,theta;

for ( size_t i=0 ; i<N ; ++i ) {
theta=randSen2() ;
proml+=theta;
prom2+=theta*theta;

}

cout<<" Promedia theta = "<<(proml/=N)<<endl;
cout<<"Promedia theta”2 = "<<(prom2/=N)<<endl;

cout<<" Delta_theta = "<<delta(proml,prom2)<<endl;
return O;
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double delta(double pl,double p2) // Equivale a sqrt(|p2| - pl*pl)
{
p2=sqrt (abs(p2)) ;

if ( p2>abs(pl) ) {
pl/=p2;
pl=1.0 - plx*pil;
if ( p1>0 ) return p2*sqrt(pl);

return O;

¥

Al ejecutar este programa se obtienen los resultados:

Promedia theta = 1.58415
Promedia theta™2 = 2.9957
Delta_theta = 0.697248

los cuales el lector podré comparar con los resultados tedricos de la pag. 141.
Suponga que se generan, por ejm. .., 10'° nimeros en vez de una pequena
cantidad como 30: ; Que precauciones ( o modificaciones ) tomaria el lector al
ejecutar senTheta0l.cc 7.
|

Ejercicio C.15

Explique como pueden generarse valores de x distribuidos de acuerdo
a una Gaussiana:

1 _
G(x)= —— o~ (@ ®)*/20% r,T,0c R, 0>0

Construya un programa, en C++, que genere 10 niimeros distribuidos de
acuerdo a la Gaussiana:

e—(x—10)2/32

4/ 21w

SOLUCION: En este caso, el uso directo del resultado (C.31) es inconveniente
puesto que ello conduce a una ecuacion trascendente para x como funcién de &
( ver expresién (C.31) ).
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En realidad existe una forma mas simple de abordar el presente problema la
cual explicamos a continuacién. Imagine que deseamos generar simultaneamente
dos de tales distribuciones Gaussianas las cuales vienen dadas por:

1 —
G,(3) = ——— o I

L w92,

Gy(y) = \/Q—Tay ;

La condicién de normalizacion puede escribirse en la forma

1 = /_Oo dz G, (z) /_OO dy G, (y)

= / dx/ dy e_(x CC) /202_(y y) /20

27T0'x0y

En la integral realizamos el cambio de variables (z,y) — (r,6) donde r > 0
y0<6<2m:

r = T+ V2 o,rcosd (C.33)
y = 7+ V2 oyrsen (C.34)
A (x,y) V2 oy,cos0 —+/2 o,rsenf
9 ’9 = = 20,07
(r.9) V2 o,senf V2 o,rcost

La condcién de normalizacion se reduce a

=1 =1
—_——~

—_——~
1 2T 2r 1 o 2
1= de * (20,0,7) dr = —do 2re” " dr
2mo,0y Jo 0 27 0

(27r)_1 y 2re~" son distribuciones de probabilidad para 6 y r respectivamente.
Una vez conocidos los valores r y 6 podemos usar (C.33) o/y (C.34) para deter-
minar una cantidad generada por una distribucion Gaussiana.

Para determinar r y 6 resolvemos el par de ecuaciones diferenciales ( ver (C.31) ):

d
QTG_TQé = 1, (&=0 = r=0)

1 dr
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donde &, y & son, en general, niimeros al azar que se generan con una distribucion
de probabilidades uniforme en el intervalo [0, 1). Las soluciones de las ecuaciones
para r y 6 son:

ro o= —In(1-¢,)

0 = 27 59

r=T+0/—2In(1—§) cos(2n&)

es una cantidad generada por la distribucién Gaussiana

1 _
G(z) = Ner o~ (@=D)/207 . £T.0E€R, 050 (C.35)

donde &, v & son generados por una distribuciéon uniforme

de probabilidades en el intervalo [0, 1).

// GaussO.cc
#include <cmath>
#include <cstdlib>
#include <ctime>
#include <iomanip>
#include <iostream>
using namespace std;
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template<class T>
class Gauss
{
private:
T xBar; // valor medio
T sigma; // Desviacion Standard

static const T DOSPI,RAIZ2PI,RANDMAX1;
static T R;
public:
// Constructores
Gauss(T xbar=0,T sig=0): xBar(xbar), sigma(sig) {}

// Metodos
T& desviacion() { return sigma; }
T desviacion() const { return sigma; }
static T Rand01();
T randGauss() const;
T& valorMedio() { return xBar;}
T valorMedio() const { return xBar;}
};
template<class T>
const T Gauss<T>::DOSPI=static_cast<T>(2.0L*M_PIl);
//
template<class T>
const T Gauss<T>::RAIZ2PI=sqrt(DOSPI);
//
template<class T>
const T Gauss<T>::RANDMAX1=static_cast<T>(floor (RAND_MAX + 1.5L));
//

template<class T> T Gauss<T>::R;
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template<class T>
inline T Gauss<T>::Rand01()
{
return rand() /RANDMAX1;
}

template<class T>
T Gauss<T>::randGauss() const
{
if ( abs(sigma)>0 ) {
do R=1.0 - Rand01(); while ( R<=0 );
R=(-2.0)*1og(R);
if (. (R>0 ) && ( (R=sqrt(R))>0 ) )
return xBar + sigma*R*cos(DOSPI*Rand01());
+
return xBar;

¥

int main()

{
Gauss<long double> g(10.0,4.0);

for ( size_t i=1 ; i<=10U ; ++i )
cout<<setw(2)<<i<<" --> "<<setw(8)<<g.randGauss()<<endl;

return O;

¥

Este programa gener6 el resultado:

--> 3.96543
--> 12.0958
--> 12.8516
--> 10.4131
6.95679
--> 6.85706
--> 6.20282
--> 18.5289
--> 8.84015
8.27031

©O© 00 NO O W N =
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Ejercicio C.16

Dos particulas parten del origen de coordenadas y se mueven a lo largo
del eje x realizandos saltos distribuidos de acuerdo a

—m2/2

G (z)

Demuestre que la distancia media (dN) entre las dos particulas despues
de N saltos satisface (dy) < 2N/ /7 .

Realize una simulaciéon de 1000 saltos repitiendo este proceso 1000
veces.

SOLUCION: La distancia dy entre las particulas despues de N saltos viene dada
por:

N N
dN = Zglz 2622 Z Elz £2z
i=1 i=1 i=1
donde ¢,; es el desplazamiento i-ésimo ( i =1,2,..., N ) de la particula p-ésima
(p=1,2).
N o~ L (Bir6) 2] | v
() = T1([ " doi [~ de) 3 (i — b3
1=1 (27T) 1=1
N o Lisa [Bi/2H2eit0i/2°] /2] | N
- H (/ dﬁlz/ d€2z) N Zgll
i=1 (2m) i=1
. - o~ Lina (/242,12
= ([ at [ ae) .
i=1 \/— —o0 (2m)

N 62/4

N 00 e_egz
00l x / dly =
Z up I e

=1

Y, /4
o (i) S
27'('1/2) i=1
Puesto que ‘ZZ 1 1 |¢;], es obvio que:
—%/4 —0%/4 -9 e—€2/4 &

()] = (d) szv/_fodz :

00 e
l =2N b ——— 10 =2N
27 || /0

27 27

0
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Por tanto

2N
(dn) < Ne

(C.36)

El programa, en C++, dosGaussO0. cc realiza la simulacién, propuesta arriba, de 1000
saltos repitiendo el proceso 1000 veces:

// dosGaussO.cc

#include <cmath>

#include <cstdlib>

#include <ctime>

#include <iostream>

using namespace std;

const double DOSPI=2.0xM_PI,RANDMAX1=floor (RAND_MAX + 1.5);
const size_t INTENTO0S=1000U,SALT0S=1000U;

size_t Semilla=size_t(time((time_t *)0));

double distancia(),Gauss();

inline double rand01()

{
return rand()/RANDMAX1;

¥

int main()

{

double dMedia=0;

for ( size_t i=0 ; i<INTENTOS ; ++i ) dMedia+=distancia();
dMedia/=INTENTOS;

cout<<"Distancia media (teorica) <= "<<(M_2_SQRTPI*SALT0S)<<endl;
cout<<"Distancia media (simulada) = "<<dMedia<<endl;

return O;

}
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double distancia() // distancia en cada intento

{
static double pl,p2;
static size_t 1i;

srand(Semilla--);
for ( i=((p1=0),0) ; i<SALTOS ; ++i ) pl+=Gauss();
srand(Semilla--);
for ( i=((p2=0),0) ; i<SALTOS ; ++i ) p2+=Gauss();

return abs(pl - p2);
}

double Gauss() // xMedio = 0, sigma = 1.

{
static double temp;

do temp=1.0 - rand01(); while ( temp<=0 );

temp=(-2.0)*log(temp) ;
if ( temp>0 ) return sqrt(temp)*cos(DOSPI*rand01());
return O;

}

Una ejecucioén tipica de este programa genera el resultado:

Distancia media (teorica) <= 1128.38
Distancia media (simulada) = 35.2008

Ejercicio C.17

El presente ejercicio estd basado en la discusién pre-
sentada en el Ejercicio C.6.

El lanzador L decide estudiar el comportamiento, al batear, del ba-
teador B. Para ello, pretende realizar lanzamientos con valores de la rapi-
dez vy, vy, ...,vN_1 tales que v,11 = v, + Av con Av > 0. La informa-
cién pertinente a estos valores ( pelotas bateadas a cada rapidez dada )
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son almacenados, con la ayuda del receptor, en registros numerados co-

mo 0,1,..., N — 1 como se indica en la Figura C.4.
[ Y | Y1 V2 | UN-1
I 0 I 1 I 9 | Fy—1l

Figura C.4: El intervalo n-ésimo ( llamado registro en el texto ) almacena informa-
cién sobre el nimero de pelotas, bateadas por B, las cuales el lanzador L pretende
haber lanzado con rapidez v, = vg + nAv. Av >0.n=0,1,2,..., N — 1.

La distribucién de probabilidades de la rapidez v’ con que el lanzador L
lanza una pelota cuando se estd actualizando el registro n-ésimo viene
dada por:

n I'y/m
P}_,) (U,) L

I'' >0
2 ) L
(v —vy) +F2L

Obviamente, esta distribuciéon puede generar valores de v’ tales que v' <
0 lo cual corresponde a pelotas lanzadas hacia atras. Estos valores se
descartan simplemente en el conteo de pelotas lanzadas o/y bateadas.

La distribucién de probabilidades de la rapidez v’ con que el bateador B
batea una pelota viene dada por:

I'g/m I'g/m
Pg (V') = = B + ; I'g >0
B(V) =3 {(v’—v<)2+F% (v’—v>)2+F]23} B

Debido a la incertidumbre Av introducida en el experimento, la probabi-

B
lidad p( ) de que B batee una pelota con rapidez v’ viene dada por:

,UI

B v +Av/2 v +Av/2 1 T
pgl ) = / dv” PB (U”) _ / dv” = Z B/;T
vi—Av/2 2,525 (0 =)+ F2B

1 v — v+ Av/2
= 2— Z [arctan( FB )

arctan <

v — vy — Av/2
'

En el presente ejercicio, el programa espectro0O.cc presenta una simu-
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lacién con los siguientes pardmetros:

Iy, =01
Vo = 55
LANZADOR:
N =111
Av = 1, EE vn_1 = 66
I'g =1
BATEADOR: ve =58
U> - 62

y el conjunto de N = 111 registros es “barrido " 10°
veces.

SOLUCION:

// espectro0.cc

#include <cmath>

#include <cstdlib>

#include <ctime>

#include <iomanip>

#include <iostream>

#include <stdexcept>

#include <vector>

using namespace std;

typedef unsigned long long ullong;
const double DELTAV=0.1;

const double DELTAV2=DELTAV/2.0;

const double GAMMAB=1.0,GAMMAL=0.1;
const double VME=58.0,VMA=62.0,V0=55.0;
const size_t NREG=111U;

const ullong BARRIDOS=ullong(10.0E4 + 0.5);
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[ R Kok okokok ok ok sk ok okokok ok ok ok skokokokok ko ok sk sk ok ok kokok ok koK sk ok okok ok o /
struct Jugador

{
double gamma;
static const double RANDMAX1;
static double Lorentz(double w,double g);
static double Rand01();
explicit Jugador(double g): gamma(abs(g)) {}
};

const double Jugador::RANDMAX1=floor (RAND_MAX + 1.5);

inline double Jugador::Rand01()

{
return rand()/RANDMAX1;

¥

/K oKk sk ok ok sk sk ok ok ok sk ok ok sk sk sk ok ok sk ok ok sk sk ok ok sk ok ok ok ok ok K ok ok K sk ok ok ok ok ok K ok ok ok ok ok /

153



APENDICE C. PROBABILIDADES Y SIMULACIONES SIMPLES 154

[k skskok ok ko ok sk sk ok skokok o skskok sk ok sk ok sk ko ok sk ok skok ok sk ok ko ok okok /
struct Bateador: public Jugador
{

double vMe,vMa;

static double F(double v,double g)

{

return (atan((v + DELTAV2)/g)

atan((v - DELTAV2)/g))/M_PI;

Bateador(double vme,double vma,double g)
: Jugador(g), vMe(vme), vMa(vma) {}

double dist(double v) const
{
try {
return (Lorentz(v - vMe,gamma)
+

Lorentz(v - vMa,gamma))/2.0;
}
catch(overflow_error) {
throw overflow_error("double Bateador::dist(double) const");
}
}

double prob(double vPrima) const
{
return (F(vPrima - vMe,gamma) + F(vPrima - vMa,gamma))/2.0;
}
I

/*****************************************************/
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/*****************************************************/

struct Lanzador: public Jugador

{

} .

)

static double R,VPrima;

explicit Lanzador(double g): Jugador(g) {3}
double rand(double vn);

double Lanzador: :R,Lanzador::VPrima;
/KK ok sk ok sk o ok ok ok ok sk ok ok ok ok o ok ok ok ok K ok ok 3k ok ok ok ok K ok ok 3k ok K ok ok ok ok ok ok ok ok ok /

int main()

{

}

Bateador bat(VME,VMA, GAMMAB) ;
Lanzador lan(GAMMAL) ;

vecto

r<ullong> reg(NREG);

srand(size_t(time((time_t *)0)));

doubl
size_
for (

f

}
try {

e v;
t n;
ullong b=0 ; b<BARRIDOS ; ++b ) {
or ( n=((v=V0),0) ; n<reg.size() ; v+=((++n),DELTAV) )
if ( Jugador::Rand01()<bat.prob(lan.rand(v)) ) ++reg[n]

for ( n=((v=V0),0) ; n<reg.size() ; v+=((++n),DELTAV) ) {
cout<<setw(5)<<v<<’ 7’
cout<<(0.05 - double(regl[n])/BARRIDOS)<<’ ’;
cout<<(0.1*bat.dist(v))<<endl;

}

}catch(overflow_error &oe) {

b

cerr<<"Division por cero en "<<oe.what()<<endl;

return O;
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double Jugador: :Lorentz(double w,double g)
{
if ( (w=abs(w))<g ) {
w/=g;
w=((1/g) /M_PI)/(1 + w*w);
} else if (w>0 ) {
g/=w;
w=(g/M_PI)/(wx(1 + gxg));
} else throw overflow_error("double Lorentz(double,double)");

return w;

¥

double Lanzador::rand(double vn)

{

do {
VPrima=vn;
do R=M_PI*Rand01(); while ( ( R<=0 ) || ( R>=M_PI ) );
if ( (R<M_PI_2 ) || ( R>M_PI_2 ) ) VPrima-=gamma/tan(R);

} while ( VPrima<=0 );

return VPrima;

}

Ejercicio C.18

Explicacién del método conocido como integraciéon de Montecarlo.

SOLUCION: Considere la suma
N
SN = Z f (xn)
n=1

donde {z,} son generados por una distribucién de probabilidades P (z). El valor

medio (Sy) se reduce a:

= (f)
(Sw) =S (f) = Zl/_o:ode(x)f(x) :N/_O:ode(x)f(x)

n=1
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Simulacion
Beisbol vs. Espectroscopia
0.05 [ [ I [ [ [ [ I [ [ [ [ I [ [ [ [ I [ [ [ [ I [ [ [ [
: ++H.,_,_+_'+ +.,.+++o-o-"""""’""m' :
+y +""'"'+
T +++ +'_-|:H'++H'+++ +++ i
- ++ £ +. o +++ -
0.04 — +++ +++ +, + —
- ++ + +++ +++ L
i o+ + B
- ﬂ++++++ ﬂ“+*+ -
0.03 — —
T + Simulacion i
T — Dist. Prob. del Bateador | |
0.02 — —
0.01 — -
O T T I T T T T I T T T T I T T T T I T T T T I T T T T
56 58 60 62 64 66

v (rapidez )

Figura C.5: La Figura ilustra la simulacién generada por espectro0.cc con el
proposito de “inferir 7 la estructura de bateo del bateador.
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/_o:o dz P (2)f (2) = <S—]\][V> = Jim_ %ﬂ (C.37)

En la préctica, y por razones obvias, usamos

/ P ()1 (2) ~ 2 N>1
N (C.38)

i Este resultado es exacto cuando f es la funcién constante !

Algunos ejemplos tipicos son:

1N
/dxsen x) Nz:% (rxn), Pz)=0(2)0(1—2)

x ~ z)=0(z)e
0 g4 1 N =T

” sen 6 2 1
df —M ~ — PO =06 —0) = 0
/ fInd + cos b NZH Iné,, + cosb, (0)=00)6( )2 sen

Para tener una idea de lo “ grueso ” del error cometido y/o aprender a usar
la técnica al momento de minimizar errores es conveniente estudiar la conducta

de 1a desviacién standard A (Sy/N) = \/<(SN IN)?) = (S /N)?

ASy _ A(Sn/N) _ /{S3) — (Sw)°
(Sx) ~ (Sw/N) (Sn)

= Zj<f2>+ 2; (£) (£) = N () + N (N — 1) (f)*
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Por tanto

(C.39)

De la forma del resultado anterior podemos aprender que algunas recomendaciones
para minimizar el impacto de evaluar una integraciéon de Montecarlo son:

= Aumentar el niimero de puntos usados en la integracion: N > 1. Note que
ello puede aumentar el tiempo necesario para completar la integracién a-
sf como la dependencia N~'/2 sugiere que cada cifra significativa requiere,
“en principio y no necesariamente ”, incrementar N por un factor 102.

= La presencia de Af en el numerador sugiere reescribir la integral de manera
que el integrando sea lo mas parecido posible a una funcion constante. Ello
puede ser 1til en la reduccién de N. Por ejm. .. :

=1/2

——
1 T 1 1 T
/dx sen (—x7> = /dmx—/ dx [m—sen (—x7)]
0 2 0 0 2

El integrando de la segunda integral es
mas “ pequeno 7 que el de la integral ori-
ginal ( miembro izquierdo ).

/adxf(x) _ /adxf(x)—l—f(a—x)

0 0 2
El integrando de la segunda integral “ va-
ria mas suavemente 7 que el de la inte-
gral original ( miembro izquierdo ). Esto
se conoce como el método de agregar “la
reflejada en el espejo 7.

En general, la integracién de Montecarlo es el dltimo método a
usar después que todos los tradicionales fallan. En particular, en el
caso multidimensional ( la formulacién del método es similar al caso
unidimensional ) la dependencia en N llega a ser prohibitiva ( para
integraciones habituales: Simpson, etc... ) mientras la integracion
de Montecarlo aun guarda su dependencia ASy/ (Sy) oc N71/2,
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n
Ejercicio C.19
Evalue, usando ndmeros al azar, la integral
= / dx ¢~0:005 {x3 sen (4z) + In <1 + ‘x cos (\sen (x)|3/13) ‘8>]
SOLUCION: Aprovechamos la presencia del factor Gaussiano e~%%%5%* para intro-
ducir la distribucién de probabilidades P (z):
—x2 /202
P(z) = £ oc=10; ( Note que e *%%%* = /271 &P (x) )
NEI ’
(C.40)
y consideremos la suma
N-1
n=0

donde f (x) es la funcién que multiplica el factor Gaussiano en el integrando de la
integral Z:

f(z) = 2% sen (42) + In (1 + ’x coS (|sen (;17)|3/13) ’8)

El conjunto {z,, n=0,1,2,..., N — 1} contiene valores generados con la distri-
bucién Gaussiana (C.40). Es claro que

1=
I~ V2r "o NZf(xn)
n=0

El programa, en C++, intGaussO0.cc implementa el resultado anterior:

// intGaussO.cc

#include <cmath>

#include <cstdlib>

#include <ctime>

#include <iomanip>

#include <iostream>

using namespace std;

const double DOSPI=2.0*M_PI,RANDMAX1=floor (RAND_MAX + 1.5);
const double SIGMA=10.0;

const double RAIZDOSPI_S=sqrt(DOSPI)*SIGMA;
const size_t N=10000000U; // Diez millones.
double f(double x),Gauss();
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inline double rand01() // Numeros "al azar" en [0,1).
{

return rand() /RANDMAX1;

}

inline double seno(double x) // Para evitar argumentos grandes.

{

x=M_PI_2 - x;

if ( x<0 ) x=(-x);

return ( x>DOSPI ) 7 cos(fmod(x,DOSPI)):cos(x);
}

int main()

{
srand(size_t(time((time_t *)0)));

double suma=0;

size_t j=1U,n=1U;

while ( n<=N ) {
suma+=f (Gauss());

if (n==j ) {
cout<<setw(8)<<n<<" --> "<<((RAIZDOSPI_S*suma)/n)<<endl;
++(j<<=11);
}
++n;
+
cout<<endl<<setw(8)<<N<<" --> "<<((RAIZDOSPI_S*suma)/N)<<endl;
return O;
+

double f(double x)

{

static const double val3_13=3.0/13.0;
static double temp;
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temp=abs (seno(x));

if ( temp>0 ) temp=pow(temp,val3_13); else temp=0;
temp=abs (x*cos (temp)) ;

if ( temp>0 ) temp=1.0 + pow(temp,8.0); else temp=1.0;

return x*x*x*seno(4.0%*x) + log(temp);

¥

double Gauss() // xMedio = O.

{
static double temp;

do temp=1.0 - rand01(); while ( temp<=0 );
temp=(-2.0)*log(temp) ;

return ( temp>0 ) 7 (SIGMA*sqrt(temp)*cos(DOSPI*rand01())):0;
}

Una ejecucién tipica de este programa genera el resultado ( la columna izquierda
reporta el niimero de iteraciones mientras la columna derecha muestra el resultado
correspondiente ):

1 --> 2656.16

3 ——> 753.23

7 ——> 43368.8

15 --> 19230.3

31 --> 13181.5

63 -—> 2540.52

127 --> 5103.58
265 -=> -1476.58
511 --> -2894.24
1023 --> 460.933
2047 --> -230.717
4095 --> 213.973

8191 --> 207.83
16383 --> 332.642
32767 --> 124.795
655635 --> -170.383
131071 --> -50.5289
262143 --> 62.5107

524287 --> 135.59
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1048575 --> 166.115
2097151 --> 193.75

4194303 --> 220.566
8388607 --> 222.899

10000000 --> 233.348

Varios intentos demuestran que el resultado es cercano o &~ 268. [ |

Ejercicio C.20

Este ejercicio es similar al anterior ( Ejercicio C.19 ) salvo que
resolvemos una integral cuyo resultado se conoce pero su integrando oscila
fuertemente:

jz/o dz sen (199z)

SOLUCION: 7 es evaluada segun

2 ~ 0,010050251

—cos (199z) "
199

= " da sen (199) =
J /0 x sen (199x) 199

0
Procediendo en forma similar al ejercicio anterior:
J=n [ drt sen(1992) 7 5 S sen (1992,
= T — sen T)RT— sen Tn,

a 0 us "N —

donde el conjunto de valores {z,} es generado por la distribucién de probabilida-
des:

1
— si 0<z<m
P (l’) = T,
0, en cualquier otro caso

El programa, en C++, int0sc0O.cc implementa el resultado anterior:

// int0scO.cc

#include <cmath>

#include <cstdlib>

#include <ctime>

#include <iomanip>

#include <iostream>

using namespace std;

const double DOSPI=2.0xM_PI,EXACT0=2.0/199.0;
const double RANDMAX1=floor (RAND_MAX + 1.5);
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const size_t N=10000000U; // Diez millones.

inline double rand01() // Numeros "al azar" en [0,1).

{
return rand()/RANDMAX1;

¥

inline double f(double x) // Para evitar argumentos grandes.

{

x=M_PI_2 - 199.0%x;

if ( x<0 ) x=(-x);

return ( x>DOSPI ) 7 cos(fmod(x,DOSPI)) :cos(x);
}

int main()

{
srand(size_t(time((time_t *)0)));

double suma=0;
size_t j=1U,n=1U;
while ( n<=N ) {
suma+=f (M_PI*rand01());

if (n==j ) {
cout<<setw(8)<<n<<" --> "<<(M_PI*(suma/n))<<endl;
++(j<<=10U) ;
}
++n;
}
cout<<endl<<setw(8)<<N<<" --> "<<(M_PI*(suma/N))<<’;’;

cout<<" Valor EXACTO = "<<EXACTO0<<endl;

return O;

3

164

Una ejecucion tipica de este programa genera el resultado ( la columna izquierda
reporta el nimero de iteraciones mientras la columna derecha muestra el resultado

correspondiente ):

1 --> -1.36889
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3 ——> -1.05353
7 -—> 0.324021
15 --> 0.20165
31 —-> 0.23342
63 -—> -0.0901957
127 --> 0.18167
2556 --> 0.0330276
511 --> -0.0391006
1023 --> -0.00955283
2047 --> 0.00548513
4095 --> -0.0136338
8191 --> 0.016558
16383 --> -0.0028308
32767 --> 0.0137717
65535 --> 0.0096126
131071 --> 0.014193
262143 --> 0.0121142
524287 --> 0.00391622
1048575 --> 0.00745356
2097151 --> 0.00723829
4194303 --> 0.00877376
8388607 --> 0.0101528
10000000 --> 0.010127; Valor EXACTO = 0.0100503

Note que solo despues de alrededor de 10° iteraciones el resultado puede ser cer-
cano al valor exacto. [ |

Ejercicio C.21

Evalue, usando el método de Montecarlo, la integral

4 1 dz
__/ _4r
mJo x2+1

SOLUCION: Usando el método de Montecarlo, la integral se reduce a

4./1 dz AJ4],§§ 1
mJo 22 +1 7w N a2+1

donde {x,} son generados por la distribucién © (x) © (1 — x).
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Ademas, en la evaluacion numérica evaluaremos la integral en otra forma
equivalente pero que minimiza errores

4/1 dz 4/1d 1 1 N 1

— — — €T —

mJo 22+1 7w Jo 2 |22 +1 (1—m)2+1
4

_ /1 Qe r(x—1)+3/2
7 Jo [22 + 1] [z (x — 2) + 2]

En resumen, evaluaremos simultaneamente las funciones:

felz) = %xQ{i-l
£ (x) = 4 z(@-1)+3/2

m [22 + 1] [z (z — 2) + 2]

usando la integraciéon de Montecarlo:

1 1 N
/0 dof< (1) ~ an::lf; ()

donde {z,} es un conjunto de valores generados por una distribucién uniforme de
probabilidades en el intervalo [0,1). Note que fs (z) varfa suavemente en compa-
racién con f (x) ( ver Figura C.6 ). El programa, en C++, intEspejo0.cc ilustra
la discusion anterior:

// intEspejo0.cc

#include <cmath>

#include <cstdlib>

#include <ctime>

#include <iomanip>

#include <iostream>

using namespace std;

const double FACTOR=4.0/M_PI,RANDMAX1=floor (RAND_MAX + 1.5);
const size_t N=100000U; // Cien mil.

inline void funciones(double x, double &fMe,double &fMa)
{

fMe=1.0 + x*x;

fMa=(x*(x - 1.0) + 1.5)/(fMex(x*x(x - 2.0) + 2.0));
fMe=1.0/fMe;
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}

inline double rand01() // Numeros "al azar" en [0,1).
{

return rand()/RANDMAX1;

}

int main()
{
srand(size_t(time((time_t *)0)));
double fMenos,fMas,mas=0,menos=0;
size_t j=1U,n=1U;
while ( n<=N ) {
funciones(rand01() ,fMenos,fMas);
menos+=fMenos;
mas+=fMas;
if (n==j ) {
cout<<setw(6)<<n;
cout<<" --> "<<(FACTOR*(menos/n));
cout<<" --> "<<(FACTOR*(mas/n))<<endl;
++(j<<=10U) ;
}

++n;

)

}

cout<<endl<<setw(6)<<N;

cout<<" --> "<<(FACTOR*(menos/N));
cout<<" --> "<<(FACTOR*(mas/N))<<endl;

return O;

¥

Una ejecucién tipica de este programa genera el resultado ( la columna izquierda
reporta el nimero de iteraciones mientras las columnas central y derecha corres-
ponden a la integracién de f. (x) y fs (x) respectivamente:

1 -—> 0.667293 --> 0.968859
3 ——> 0.826289 --> 0.984526
7 -=> 0.977645 --> 0.994102
15 -=> 0.972905 --> 0.991206
31 --> 0.988225 --> 0.994713
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63 -—> 0.980508 -—>
127 --> 0.981211 -->
266 --> 0.991301 --—>
511 --> 1.00783 -->

1023 --> 1.00066 -->
2047 --> 0.994604 -—>
4095 --> 0.9955648 -—>
8191 --> 0.99802 -->
16383 --> 0.998513 -->
32767 --> 0.998367 -->
65535 --> 0.999107 -->

10(

1.3 T T 1 1 1 LN I B B

O OO P OO OO O o o

. 99483
.997733
.996184
.99782
.999146
.999819
.99985
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.999969
.999984
.999875

1.2

0.9

0.8

0.7

IIIIIIII||||IIIIIIIIII\IIIIIIIIIIIIIIIIIII

0.6

1 1 1 1 1 l 1 1 1 1 1 l 1 1 1 1 1

LN I B B

—r 1 1 1 | 1 1 1 11

l 1 1 1 1 1 l 1 1 1 1 1

(=)

0.2

0.4

._»—LIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

0.6 0.8

Figura C.6: Ilustracién de f. (z) y fs (z). Note que fs (z) varia suavemente en
comparacién con fo (z) lo cual garantiza una convergencia mas répida, de la in-
tegracién de Montecarlo, para obtener el mismo resultado.

Ejercicio C.22
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Evalue

L/agdx
0

/ld [ 2 4
x
0 ‘$|30/7+1

1
”/ dx -
0

COsS T

‘$|30/7 +1

/00 d cos x

l’ —
0 ﬁr\30/7 +1
SOLUCION: Es conveniente usar la identidad

Amdxﬂxyzéahrkuﬂ+f€¥@]

y varios de los recursos de los ejercicios previos. Es decir

1 cos(l/x)

2 [1/al7 41

L cos (z) + 2" cos (1/z)
= / dz 30/7
0 |z + 1

cos (1 —z) + |1 — 2| cos (1/[1 — z])

2

// varios0O.cc

#include
#include
#include
#include
#include

using namespace std;

<cmath>
<cstdlib>
<ctime>
<iomanip>
<iostream>

1 cos(x)—%|x|w/7cos(1/x)+
)7 1

11— 2*7 1

const double DOSPI=2.0xM_PI,FACTOR0=16.0/7.0,FACTOR1=30.0/7.0;
const double RANDMAX1=floor (RAND_MAX + 1.5);
const size_t N=1000000U; // Un millon.

inline double coseno(double x)

{

return ( (x=abs(x))>DOSPI ) ? cos(fmod(x,DOSPI)) :cos(x);

3

|
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inline double f(double x)

{
if ( (x=abs(x))>0 ) return (cos(x) + pow(x,FACTORO)*coseno(1.0/x))
/
(pow(x,FACTOR1) + 1.0);
return 1.0;
}

inline double ff(double x)

{

return (f(x) + £f(1.0 - x))/2.0;
}

inline double rand01() // Numeros "al azar" en [0,1).
{

return rand() /RANDMAX1;

}

int main()
{
srand(size_t(time((time_t *)0)));
double suma=0;
size_t j=1U,n=1U;
while ( n<=N ) {
suma+=ff (rand01());

if (n==j ) {
cout<<setw(7)<<n<<" --> "<<(suma/n)<<endl;
++(j<<=10);
}
++n;
}
cout<<setw(7)<<N<<" --> "<<(suma/N)<<endl;
return O;
}

A continuacién se muestra el resultado generado por el programa varios0.cc:
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1 --> 0.75849

3 --> 0.7812
7 —--> 0.770835
15 --> 0.777473

31 -—> 0.77866
63 --> 0.779102

127 --> 0.77937
265 --> 0.779142
511 --> 0.780438
1023 --> 0.781985
2047 --> 0.782424
4095 --> 0.782629
8191 --> 0.782966
16383 --> 0.782889
32767 --> 0.783049
65535 --> 0.783036
131071 --> 0.782994
262143 --> 0.783032
524287 --> 0.783022
1000000 --> 0.783048

El resultado es, razonablemente ( 3 cifras decimales ), cercano a 0,783. |

Ejercicio C.23

Evalue m mediante el método de Montecarlo.

SOLUCION: = puede ser escrito, y aproximado, en la forma:

1 1 1 1
- d/d:/d/d@<1—,/2 2)
™ /_1x_ly _1x_1y Tt +y

VaZiyZ <1
_4/1d/1d1®<1_ /2+ 2>N4ii®<1_ 2+2>
B -1 . -1 y4 Ty ~ N — V ¥ T Yn

donde {(z,,y,)} son puntos del plano generados por la distribucién de probabili-
dades © (1 — |z]) © (1 — |y]) /4.
No =¥V, 0 (1 — /22 +y2 ) es el niumero de puntos en el circulo, con
centro en (0,0) y radio 1, tal que 7 es aproximado por
No

T4 —

N
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En realidad el resultado es obvio puesto que la probabilidad de que un punto
quede dentro del circulo es 7/4 tal que el nimero medio de puntos dentro del
circulo viene dado por:

W . s T
(No) :NZ y, ademds ANg = \/NZ <1_Z>

ANo _Am_ 1[4 05227232002
(No) - 7 N V|« T VN

El programa, en C++, pi0.cc evalua 7 con el método explicado en este Ejercicio:

tal que

// pi0.cc

#include <cmath>

#include <cstdlib>

#include <iomanip>

#include <iostream>

using namespace std;

const double RANDMAX1=floor (RAND_MAX + 1.5);
const size_t PUNT0S=400U;

inline double rand01()

{

return rand()/RANDMAX1;
}
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int main()
{

cout<<setprecision(7);

size_t nc=0;
for ( size_t n=0 ; n<PUNTOS ; ++n )
if ( hypot(2.0*rand01() - 1.0,2.0%rand01() - 1.0)<1.0 ) ++nc;

cout<<" Circulo = "<<nc<<endl;

cout<<" No Circulo = "<<(PUNTOS - nc)<<endl;
const double pi=4.0%(double(nc)/PUNTOS);

cout<<" PI = "<<pi<<endl;

cout<<"Error Porcentual = "<<(abs(1.0L - pi/M_PI1)*100.0L)<<" %\n";

return O;
}
con el resultado
Circulo = 324
No Circulo = 76
PI = 3.24

Error Porcentual = 3.132403 %
El resultado es ilustrado en la Figura C.7. [ |

Ejercicio C.24

Evalue, por el método de Montecarlo, la integral
[ﬁ et Fo=(1,-2), 7=(10,-3)
N 5/7 ) 0 — \L = y T'= (A
(m+w@f”+(k+Pk+FD/

|[F—kg|<12

SOLUCION: De acuerdo al método de Montecarlo:
d% éﬁf
/ g \3/2 = L \5/7
(ko + kyi)>? + (K + 2k + 7))

|[k—kq|<12

eiE.F

M4lﬁf( - )
) R (ke R )

|F—kg|<12
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Célculo de 7T ( Método de Montecarlo )

yul

-1

Figura C.7: 400 puntos generados, al azar, uniformemente en el cua-
drado. 324 estan “ dentro

que

7 A 4 x (324/400) = 3,24

”»

del cfrculo {(x,y) > Va4 y? <1} tal

con error porcentual de 3,132403 %.
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1 Y iF e
1447 — C.41
N (ke + k)2 4 (ko + 20, + 7)) (C4

donde {En 5n=12,....,N } son puntos, en el plano k,k,, generados por la dis-

tribucién uniforme de probabilidades © (12 — ‘IZ — EOD /1447, Es decir ( ver ex-
presién (C.31) ),

ke = kow+124/& cos(2m&)
ky = koy+12/& sen(2m&y)

donde &, v & son cantidades generadas por una distribucion de probabilidades
uniforme en el intervalo [0, 1).

Usando los resultados discutidos arriba; el programa, en C++, complejo0.cc
evalua la integral de acuerdo a la expresién (C.41) y mediante el uso de 10% puntos:

// complejo0.cc

#include <cmath>

#include <complex>

#include <cstdlib>

#include <iomanip>

#include <iostream>

using namespace std;

typedef complex<double> Complejo;
typedef unsigned long long ullong;
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/************************************************************/

class Vector2D

{

};

/************************************************************/

private:

public:

double cx,cy; // componentes cartesianas.

// Constructores
Vector2D(): cx(0), cy(0) {}
Vector2D(double valX,double valy);

// Metodos

double abs() const { return hypot(cx,cy); }
double& x() { return cx; }

double x() const { return cx; }

double& y() { return cy; }

double y() const { return cy; }

// Operadores

Vector2D operator +(const Vector2D &v) const;
double operator *(const Vector2D &v) const;
Vector2D operator *(double escalar) const;
Vector2D& operator +=(const Vector2D &v);

// Friends
friend Vector2D operator *(double escalar,
const Vector2D &v);

const Complejo I(0,-1.0);

const double DOSPI=2.0xM_PI,CINCO7=5.0/7.0;
const double RANDMAX1=floor (RAND_MAX + 1.5);
const Vector2D K0(1.0,-2.0),R(10.0,-3.0);
Complejo Den,Num;

double Fase,XiR;

Vector2D K;

inline double rand01()

{

return rand() /RANDMAX1;

}
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inline const Vector2D& randVector2D()
{
K=KO0;
if ( (XiR=12.0%*sqrt(rand01()))>0 ) {
Fase=DOSPI*rand01();
K+=Vector2D (XiR*cos(Fase) ,XiR*sin(Fase)) ;
}
return K;

}

inline Complejo f(const Vector2D &k)
{
Num=exp (I*(k*R)) ;
Den=pow(k.x() + k.y()*I,1.5)
+
pow(k.abs() + (2.0xk + R).abs(),CINCQO7);
return Num/Den;

}

int main()
{

const double factor=144.0*M_PI;

const int w=10;

const ullong np=100000000UL; // 100 millones: Numero de puntos

Complejo s=0; // Para acumular la suma.

ullong j=1ULL,n=0;

while ( n<np ) {
s+=f (randVector2D()) ;
if ( ++n!=j ) continue;
cout<<setw(w)<<n<<" --> ";
cout<<(factor*(s/double(n)))<<endl;
++(j<<=1ULL) ;

}

cout<<setw(w)<<n<<" --> "<<(factor*(s/double(n)))<<endl;

return O;

3
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inline Vector2D: :Vector2D(double valX,double valy)
: cx(valX), cy(valY) {}

inline Vector2D Vector2D::operator +(const Vector2D &v) const

{

return Vector2D(cx + v.cx,cy + v.cy);

}

inline double Vector2D::operator *(const Vector2D &v) const

{

return cx*v.cx + Ccy*v.cy;

}

inline Vector2D Vector2D::operator *(double escalar) const

{

return Vector2D(cx*escalar,cy*escalar);

¥

inline Vector2D& Vector2D::operator +=(const Vector2D &v)

CX+=V.CX;
Cy+=V.Cy;
return *this;

}

inline Vector2D operator *(double escalar,const Vector2D &v)

{

return v*escalar;

}
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El programa complejo0.cc genera el siguiente resultado:

1 —>

3 -—>

7 -—>

15 -——>

31 -—>

63 -—>

127 -->

2566 —-->

511 -—>

1023 -—>
2047 -—>
4095 -->
8191 --—>
16383 -->
32767 —-—>
65535 ——>
131071 ——>
262143 -->
524287 -->
1048575 ——>
2097151 ——>
4194303 ——>
8388607 —-—>
16777215 -—>
33554431 ——>
67108863 ——>

100000000 -—>

Podemos observar que una aproximacién al resultado es

(13.6729,15.3202)
(7.33065,6.26289)
(5.25949,8.27589)
(3.68587,4.92635)
(-1.02987,0.542208)
(-2.66109,0.533909)
(-3.5832,-2.05837)
(-1.55049,-5.00588)
(1.89149,-1.489)
(-0.00733835,-2.07264)
(-0.0937291,-1.32297)
(-0.107607,-0.933332)
(-0.227835,-0.365493)
(-0.0251378,-0.0901875)
(0.255396,-0.340971)
(-0.0046882,-0.570189)
(-0.0315184,-0.271452)
(0.00660147,-0.175767)
(-0.042262,-0.0970711)
(-0.0201318,-0.151981)
(0.0153756,-0.158944)
(0.0295975,-0.160655)
(0.0215885,-0.137395)
(0.00673676,-0.146419)
(0.00615091,-0.154857)
(-0.00573118,-0.161054)
(-0.00531163,-0.158173)

—0,005 — 0,1581 |
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Apéndice D

Teoria de Ginzburg—Landau

D.1. Magnetismo Localizado

En este apéndice estamos interesados en la teoria de Ginzburg—Landau que
describe, en forma aproximada, la variacion espacial de la magnetizacion ( mo-
mento magnético medio por unidad de volumen )! en un sistema de espines locali-
zados. Tal aproximacion es valida en las inmediaciones de la temperatura de tran-
sicion magnética T, ( T < T, ) y permite derivar, en forma simple, una ecuacion
en derivadas parciales para la variacién espacial de la magnetizacién ( ecuacion
de Ginzburg-Landau ) a partir de las ecuaciones que describen el magnetismo
localizado en la aproximacion de campo medio o campo molecular. La descripcién
de Ginzburg-Landau es necesaria en sistemas con fronteras ( superficies, etc. .. ),
materiales impuros, etc... y puede mostrarse ( como veremos mas abajo ) que
corresponde, en general, a variaciones espaciales suaves de las amplitudes que
modulan una magnetizaciéon subyacente dada. Tal conducta es consecuencia de la
aproximacién 7' < T..

El punto de partida es el hamiltoniano de Heisenberg el cual describe un
sistema interactuante de momentos magnéticos localizados en los sitios de una
red cristalina dada:

H:—%;J(m—ﬁ)}, ai Jm)=J(-m), J(0)=0 (D1

m y 7 son vectores de la red cristalina. El operador de espin §ﬁ, en un sitio dado 7,
tiene asociado un momento magnético fiz = —gupSs v satisface Sz-Siz = S (S+1),
V1l donde S es un niimero positivo entero o semientero. g es el factor de Landéy g
es el magnetdn de Bohr. J(m — 1) es la constante de acoplamientos entre los
sitios m y 7.

'En particular, es posible derivar versiones adecuadas a otros fenémenos tales como super-
conductividad, ondas de densidad de espin, ondas de densidad de carga, etc. ..

180
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En la aproximacién de campo molecular, (D.1) se reduce a
1 . = = - . =
Hon = 5 %J(m—n) (Sn) - (Sa) - gﬁ;sﬁ . %;J(n—m) (Sn)

el cual describe un sistema de espines independientes en presencia de un campo
magnético efectivo

HED = ——— 30 (i — ) (Sn) (D.2)

(S7.) viene dado por ( = 1/kgT)

Tr (e_ﬂHcm Sﬁz) Try (eﬁsﬁzhﬁsﬁz) Jln Z5
(Siz) = TreBHem  TrjefSahas

donde hz = Y5 J (1 — M) (Simz). Za es la funcion de particion asociada al sitio 7i:

(D.3)

S o BShs [eﬁ(2S+1)hﬁ _ 1]
Zz: = Trg BSizha — Bhy _
Iy e 422_35 e N r—
senh (425 + 1] h7/2)
senh (Bhz/2)

Insertando este resultado en la expresién (D.3) se obtiene
(Ss.) = S Bs (3Shs) = S Bs (ﬁSZ J (i ) <sm>) (D.4)

donde Bg (z) es la funcion de Brillowin de orden S

28+1 25 +1 1 z
Bs (z) = 55 cotanh( 55 x)—ﬁcotanh(ﬁ>

Cuando T' < To. ( (Ss.) =0y hz =0 Vi ), la ecuacién (D.4) es, hasta el primer
orden no trivial, reemplazada por?

Permite construir
1 1 la ecuacién de
(Si.) = 3 S(S+1)Bhz — 720 {(25 +1)* - 1] B3h Ginzburg—Landau
en un  caso
especifico dado.

(D.5)

1S+1 1 (25 +1)* -1
2 ~ = L el e Ao do z =~ 0.
s (z) ST 25)" x° cuando x
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donde hemos hecho el reemplazo f — (. = 1/kgT. en el segundo término del
segundo miembro lo cual representa la contribucién no trivial de orden mas bajo.
En realidad, una aproximacién posterior debe ser realizada con el mismo propdsi-
to en el término h3. Esta es convenientemente diferida hasta realizar la discusién
de los casos particulares.

Note que la modulacién de la magnetizacion genera términos del mis-
mo orden que aquellos generados por el desarrollo en potencias de 7, — T
cuando T < T,. Resaltamos este hecho con el propdsito de facilitar la
comprensién de las derivaciones subsiguientes de la ecuacién de Ginzburg—
Landau en los diferentes casos que mostramos mas abajo.

La temperatura de transiciéon 7. ( T'— 1. = (Sg,) — 0, Vil ) se obtiene linea-
lizando la Ec. (D.5):

(Sn2) = 5 5(S+1) A = 5 5(S +1) A3 (4 — ) S

Multiplicando ambos miembros de esta ecuacién por el factor e 7" y sumando
sobre 71, se obtiene

D (Sis) €77 = % S(S+1)B. [Z J(7) e—iq‘ﬁ} [Z Spe e—i@m]
tal que
kpT. = %S (S+1)méx{J (9)} (D.6)

1
D

q

—

J (@)= ZJ (77) e 97 = J () () 77 (D.7)

Q

donde N es el ntmero de sitios. kT, es ox max{J ()} puesto que para los
restantes autovalores “ T, ” la linealizacion realizada arriba no tiene sentido fisico
alguno.

En (D.7), la suma sobre ¢ se realiza sobre el conjunto

Blz{q = |ql| SE? Z:x7y7z}

y cualquier otro valor de ¢ es de la forma ¢ = k+ G donde k € By y G i=1,
V. El conjunto B; se conoce como primera zona de Brillouin. Note que
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Ejemplos tipicos de valores de Q que maximizan a J (¢) son:

Q=0, ( Ferromagnetismo )
Antiferromagnetismo u otras fases
Q#0, no conmensuradas con una red cris-

talina dada

En realidad, la estructura de J (¢) puede ser mas complicada que la sugerida por
los casos simples de los ejemplos senalados arriba. En general, las fases sugeri-
das por el max{J (§)} pueden ser exploradas a temperaturas mas bajas aunque
es posible que en tal caso ocurran otros cambios de fase. La variedad de orden
magnético que se encuentra en la naturaleza es, en general, muy variada.

A continuacién, y por simplicidad, consideramos

1. El caso de una red cibica simple de constante de red a > 0. En este caso,
un vector £ de la red cristalina es de la forma

U= (li+ 05+ 05 a;  GEZL, i=uzyz

2. Interaccion solo entre los z = 6 vecinos mas cercanos, en una red cubica
simple, de un sitio dado.

La magnetizacién ( momento magnético medio por unidad de volumen ) viene
dada por

- —Q,LLB<§ﬁ> " a® -
Mi=—5— = (Sn)=- M

D.2. Ferromagnetismo

En este caso, J (m) = J > 0 cuando 7 es uno de los vecinos mas cercanos del
origen 0 y nula en cualquier otro caso. De acuerdo a (D.7), J (q) viene dado por

J (q) = 2J [cos (¢gza) + cos (gya) + cos (g.a)] (D.8)

cuyo maximo J (5) = 6J = zJ corresponde a Q = 0. La temperatura de transi-
cion T, viene dada por

kBTCZ%S(S—l—l)ZJ

Aproximemos la Ec. (D.5) cuando S;, = Mj varia suavemente con la posicion 1.
Para ello evaluamos la suma sobre 71 en la Ec. (D.5):

1
S0 0) Mae Y3 () | M+ (1 V) My 4 5 (1t Vi) M
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i R ) B
_ _%:J(m)_ Mﬁ+§ > [ZJ(m)mimj]W

i,j:%y@' m

[ N 1 1
= _%:J(m)_ Mﬁ+§ Z lg ij

Z?]:Z‘7y7z

S
5

- [Sa] s+ 5 [Saemm] v
Hagamos Mz — M (7) lo cual enfatiza el limite continuo:

> () My~ 2JM(7) + é zJa? VM (7)
La Ec. (D.5) se reduce a

M(7) = %S(SJrl)ﬁzJM(F)—l—%S(S+1)ﬁzJa2V2M(F)

1 4 313 [
=0 (28 +1)" = 1] (B2)* M* (7) (D.9)
Puesto que el segundo término del miembro derecho es oc V2M (7) podemos rea-

lizar el reemplazo 3 — [, en este término:

1 1
M) = keT.BM () + 2 VM () - — (25 + 1) = 1] (B.20)" M* (7)
A su vez, esta ecuacién puede ser reescrita en la forma ( Ecuacién de Ginzburg—

Landau )
1 1
—c a® VM (7) + =0 [(25 +1)' = 1} (Bo2J)* M2 (7) — (kgT,3 — 1) M (7) = 0
Con la identidad
3 3 12

berd = g5 +1) = (S+1/2°2—1/4 (25+1)7°—1

el prefactor de M? (7) puede ser simplificado en la forma siguiente:

% (25 +1)* — 1] (820"

12 254+1)%+1 38(S+1)+1/2
5 Jes+1? -1 5 [SE+1P
La ecuacion de Ginzburg—Landau se reduce a

3S5(S+1)+1/2 4 T, B
5 [S(S+ )P M(T)_(T_l)M(F)_O

1
—6a2V2M(F)+
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La solucién uniforme ( M (7) = My, V7' ) satisface

35S+ +1/2 T, _
5 S(S+DP (7 1) m=0

T

Por tanto

_ V15 S(S+1) (ﬂ_4>m (D.10)

3 Js(s+n+12 \T

la cual equivale a la magnetizacién uniforme M, = (—gusMy/a®) 2. El exponen-
te 1/2 es tipico de las teorias de campo medio.
Introduciendo la funciéon
M L (7
v MO M)
MO MOZ

se obtiene la ecuacion de Ginzburg—Landau

1
—Qétﬂw0ﬁ+qmﬂ[w%m—4]:o (D.11)
donde
~ 0,5774
~1/2 (D.12)
55%(%—1) a, T <1, .

¢ es una escala para la variacion espacial de la modulacién de la magnetiza-
cion M., () 2. Note que € > a cuando T' < T, lo cual es consistente con la hipé-
tesis que conduce a la ecuacién de Ginzburg-Landau. Por ejm. .., con T, = 1000 K
se obtiene £ ~ 18,25a cuando T' = 999 K.

Ejercicio D.1

Un material ferromagnético ocupa el semiespacio {* > z > 0}. Su-
ponga que la solucién solo depende de la coordenada = y

A medida que nos alejamos del origen el
U (x)] =1 sistema se comporta como un medio in-
finito.
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La componente 2z de la magnetizacién es
continua.

T ()], s =0 (

1. Evalue ¥ (z), Vx > 0.

2. Determine el vector induccion magnética B (') generado por la so-
lucién del aparte anterior.

SOLUCION:

1. La ecuacién que determina W (z) es ( ver (D.11) )

%g?qﬂ’@)wp@) w2 ()= 1] =0

Multiplicando ambos miembros por ¥’ (x) se obtiene

d

1 1 1
e @ v @ - S @) =0

4

Por tanto
52 8 (z) — i (w) + 20? (z) = 52 Ve (x) — {1 — P2 (:E)}2 + 1 = constante

Para satisfacer la condicién de frontera cuando x — oo es necesario escoger
la constante igual a 1. El resultado anterior se reduce a

eV (@) -[1-V(@)] =0 = \Iﬂ(x):i%p—xp?(x)}

la cual equivale a ( con la raiz positiva, ¥’ (z) >0 )

1 <1+\I’(x)

SR S

e t
& 2

0

= T ) = arctan (¥ (z))

La solucion viene dada por

U (z) = tanh <§> . 2>0 (D.13)

La Figura (D.1) ilustra el comportamiento de la magnetizacién adimensional
dado por el resultado (D.13).
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MOZ 5

§ —
A
/l

A

A

]y
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Figura D.1: Ilustracién de la magnetizacién ferromagnética adimensional
W (2)|,-0- ¥ () es una solucién de la ecuacién de Ginzburg-Landau con condi-
ciones apropiadas de frontera ( ver texto ). Note que el ancho de la regién donde
se anula la magnetizacion es, en las inmediaciones del origen, del orden de &.
Cuando z > ¢ la solucién se comporta como la de un ferromagneto uniforme en

un medio infinito.

2. El vector induccion magnética B (7) viene dado por la ley de Biot y Savart?

r —
C

B»(ﬁ)zlfJ(r)x(F—r) s,

(D.14)

c es la velocidad de la luz y la integracion se realiza sobre todo el espacio.
J(7) es un wvector densidad de corriente eléctrica equivalente generado por

la magnetizacion M (7):
J(7) = ¢V x M (7)

De acuerdo a los resultados obtenidos arriba, M (7) viene dada por

M (7) :—%Mo@(a:)tanh <§>2

tal que
d [© (z) tanh (z/£)] g
dz

3 () = 228 e,
a

3Ver algun texto de Teoria Electromagnética.
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Reemplazando J (7) en la ley de Biot y Savart (D.14), se obtiene

B — KB Mo/d tanh( //5)]gj><
(Jf—x)x+(y—y’)@?+(2—2’)fﬁ
(e =)+ (y—y)* + (= — )]

[ / h(2' A W PSR P
W_BMO/d%,d[Q (ff)(tizf/l @/, [((93 %))293 z:y %fm
x_x/ +yl +Z/

X (x—2a')z

9y, [ g AW /)

da’
/00 /00 dy’ dz’
—00 J—o0 y/2 + 22+ (x — :L")2}3/2
") tanh (2’
= —E%M/ d’ dan (@'/0)] sgn (z — a') x

/00 2mdp
0 (P + 1)
La integracién sobre p es igual a la unidad?*. Por tanto

B(7) = <27T i MO> / dz’ d[6 (=) Sa;h (@'/¢)] sgn (¢’ — x)

_ <z7r o M0> {1 - /_Z dz’ © (') tanh (%) 126 (' — a:)]}

B (7 )—QW%MO [1—2@ () tanh (%)] 2 (D.15)

La Figura D.2 ilustra el comportamiento de B, (z) = B, () a lo largo del
eje .

4Con el cambio de variables p = tan f se obtiene:

00 dp ™/2 1 /2
/ 73/2:/ sec? (0) dH—B:/ df cosf =1
0o (p2+1) 0 sec3 0 0
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B. () = B, (M4

S 4

—27 gl[gB M()
a

Figura D.2: Variacién de la componente z del campo magnético generado por la
magnetizacién ferromagnética ( confinada a la regién z > 0 ) en la aproximacién
de Ginzburg-Landau. El efecto, con posible autoconsistencia, de este campo es
despreciable puesto que zJ > 27 (g,uB)2 /a? o, en otras palabras, la interaccién de
intercambio entre espines es mucho mayor que la interaccion dipolar magnética
entre ellos.

D.3. Antiferromagnetismo y Simzlares

En este caso, J (m) = J < 0 cuando m es uno de los vecinos mas cercanos del
origen 0 y nula en cualquier otro caso. De acuerdo a (D.7), J (q) viene dado por

J(q) = —2|J|[cos (gza) + cos (gya) + cos (¢g.a)]

cuyo maximo J (@) =6|J| = z|J| corresponde a

~ T
Q=@+9+2) -
con longitud de onda asociada A = 2r/ (w/a) = 2a. Por ejm. .., a lo largo de uno

de los ejes observamos una estructura de espines que se alternan como indica la
Figura (D.3). La temperatura de transiciéon 7, viene dada por

1
kpT, = 5 (S+1)2|J]

En la aproximacién de Ginzburg—Landau introducimos una amplitud Mz que
varia lentamente a lo largo de los sitios de la red cristalina:

(S#z) = Mjy cos (@ : ﬁ)
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a A=2a
— —_—~

Figura D.3: Variaciéon antiferromagnética del momento magnético, a lo largo de
una linea, en la aproximacién de campo medio. La aproximacién de Ginzburg—
Landau introduce, a posteriori, una modulacién espacial lenta de las amplitudes
en cada sitio y mo se relaciona directamente con la variacién rdpida que describe
el antiferromagnetismo subyacente.

Evaluemos la suma en la expresion (D.5):

S () = I ) My cos (@ - [7i + ]

m

Q

>3 () {Mﬁ(m-vﬁ)Mﬁ— (7 - V)? My

cos(@ )cos(@~7ﬁ)—sen(@ )sen(@-m)

[ (1) cos (@ﬁz)] M cos (@ ﬁ)

+

% {Z J(m) [(m Vi) Mﬁ:| cos (@ : m)} cos (@ ﬁ)
El término entre llaves puede transformarse de la siguiente manera

ZJ ) [ (7 Vi) Mg cos (@ - )

0* My
) 2 i g on; On;

1,]=x,Y,%

:ZJ(M)COS(@- n

= > [Z J (1) m;m; cos (@ : ﬁ@)} a?ji]\;zj

Z'7j:x7y7z m

8ij > J (m) m? cos (Cj : ’fﬁ)

m

Wl =

=

Z7.] :‘Z7y?z

0? M
8’/% 871,]'
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1, . I 02 M
zlga ;J(m)COS(Q'm)] > n?

i:m7y?z

En conclusion
, 1
500 i = i) (Sie) T (Q)eos (G i) |1+ ¢ o V3 Mz

Al reemplazar este resultado en la expresién general (D.5) notamos que se ob-
tiene la misma ecuacién de Ginzburg-Landau de la seccién anterior. Para ello
resaltamos el cambio J — |J| y que cos? (Q . ﬁ) =1, Vn.



Apéndice E
Ondas de Espin ( Magnones )!

Consideremos el estado ferromagnético, a bajas temperaturas,
0 < TKT,

descrito por el hamiltoniano de Heisenberg
1 - 5
H=—3 > 3 (i—i)Sa-Sa;  J(m) =1 (=), J(0) =0 (B1

El estado fundamental ferromagnético |F'), corresponde a colocar todos los espines
de la red cristalina? en un estado con mg = S:

, 1 9 Energia del Esta-

|F)q=15,5,5,...) conenergla FEp = — 5 NzJS ( do Fundamental )

Note que |=S, =S5, =5,...) y |F), son estados ferromagnéticos degenerados.

A bajas temperaturas, (Sz,) ~ S tal que estamos interesados en el estudio de
ligeras desviaciones respecto de la saturacion (Sz.) = S, Vii. Tales desviaciones se
propagan por la red cristalina formando un colectivo coherente que se conoce con
el nombre de ondas de espin o magnones®. Clasicamente, ello corresponde a una
precesion alrededor del eje de magnetizacion ( || 2 ) de la componente de espin
perpendicular a esta ( S;,@ + Si,y ) en cada sitio de la red cristalina.

La idea general es, tomando en cuenta las consideraciones senaladas arriba,
mostrar que las excitaciones elementales del hamiltoniano de Heisenberg, a partir
del estado fundamental ferromagnético son descritas, en forma aproximada, por

'Revisar los detalles pertinentes en el Apéndice D.

2|i,mg) es el estado de espin en un sitio dado 7. mg = —S,-S+1,...,5 — 1,5 donde S es
un numero entero o semientero.

3En el caso particular de ferromagnetismo se denominan ferromagnones.

192
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un gas de bosones libres. El espectro de excitaciones de este gas provee la informa-
cién necesaria para extraer consecuencias medibles, a bajas temperaturas, tales
como la variacion con la temperatura del calor especifico, magnetizacion, etc. . .

Es claro que el estudio de ondas de espin requiere investigar la evolucién
de Si, y/o Sy y/o combinaciones lineales de ellas. Recordemos las reglas de
conmutacion de espin

(Sia, Siy| = 10maSiz s [Smy, Siz) = 10maSaz s [Swmz, Sazl = 107755,

Introduzcamos los operadores de desviacion, en cada sitio 7,

S o Sﬁ+ + Sﬁ_

Sit = Siz = iSﬁy tal que 2
S o Sﬁ+ - Sﬁ_

e 2i

Los operadores de desviacién S;z+ y Si. satisfacen las reglas de conmutacion
[Swi+, Si—] = 20maSaz . [Swz, Sit] = OmaSa+,  [Swmzr Sac] = —0maSa-  (E.2)
y en particular

S,

——
S7_Si. = (Sﬁx — iSﬁy> (Sﬁz + iSﬁy) = 572795 + Si—»y +1i [Sﬁm, Sﬁy]

— % 4% —S; =52 -5 S

z

(E.3)

Para estados con buen numero cudantico S:

Sﬁ_Sﬁ+ = S(S + 1) — S2ﬁz — Sﬁz = (S — Sﬁz) (S + 1+ Sﬁz)

S,

S#:S7_ = (S iS S iS-,) = S2 S2 1[Ss,,S
i+Si— = (Sae +1 ﬁy)( iz 1 ﬁy)— 7z T ﬁy+1[ iy i)
=S +S2,+Sz. =S%— S + S
Para estados con buen numero cudantico S:

Sﬁ+Sﬁ_ =9 (S + 1) — S?‘iz + S5, = (S + Sﬁz> (S +1+ Sﬁz)
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St ( Si— ) puede interpretarse como un operador que aumenta ( disminuye ) en
una unidad los autovalores del operador S;, lo cual justifica el nombre Operador
de Desviacién?. Asi mismo

Sa_ |, —S)=0, Sz |7, 9)=0; Wi ( Ver pie de pag. 2 )

En términos de los operadores de desviacién el hamiltoniano de Heisenberg
puede reescribirse en la forma:

H = —= Z J - n Smxsnz + Smysny + szsnz)

1 S5

= 5 Z J(m —) x

Si+ +Sm— Sa+ +Si—  Sm+ — Sm- Sa+ — Sa-
< 2 2 + 21 21 + SizSre

1 L /1 1

= I ) (— Si4Sn- + 5 S-Sy + SsSa
2 — 2 2

y, €n resumen,

Note que
1
H\F>0:—§NZJSQ|F>O puesto que Sit|F)y=0, Vi

—NzJS?%/2 es la energia del estado fundamental ferromagnético.
La relacién de conmutaciéon

[ Sit Si— ]_%
V2SS ' V2s | S

sugiere que, a bajas temperaturas, el efecto del miembro derecho es similar al
del operador identidad ( Sz./S ~ 1 ). En otras palabras, los estados que generan
la mayor contribucién a la energia libre de Helmholtz son aquellos que tienen
componentes mg ~ S. Esta circunstancia nos permite introducir, al menos en
forma aproximada, operadores bosonicos

SfH_ 1 -i- Sﬁ_ 1

m - m (Sﬁr +isﬁy> ) bﬁ \/— \/— ( - isﬁy)

Sie = \/g (b% +bz) | sﬁy:i\/g (b% — b)

4Revise, en algun texto usual de Mecanica Cudntica, las propiedades de los autoestados de
espin y de los operadores de espin las cuales pueden derivarse a partir de las relaciones de
conmutacién de espin.

bi =
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los cuales satisfacen las relaciones de conmutacion

[bi, b] = 0 : (b5, L] =0
[bm,bH =0 si m#Ai, [bﬁ,bH ~ 1

En términos de los operadores bosénicos, el hamiltoniano de Heisenberg (E.4) se
reduce, en forma aproximada, al hamiltoniano de ondas de espin H g,

Hope = —%NZJSQ—%ZJ(m—ﬁ)x
S S (S . s
[\/; (b5, + b \/; (bﬁ+bﬁ)+1\/; (bm—bm)l\/; (bf — ba)
_ 1 2 1 = =\ (pf T
= —5NzJs —ZS;J(m—n) (bLibs + babl)
1 , 1 L g
Hode:—§NzJS —§SZJ(m—n)bmbﬁ (E.5)

g
mn

Introduzcamos operadores bosonicos en espacio de cuasimomentos—hk:
b = L E eil;-ﬁ b= bs = L § : e—iE-ﬁ b-
k= no n k
VN Z VN =

los cuales satisfacen

b, bz | =0 : [bL,0L] =0
[b,;, bH =0 si k#k', [b,;, bH ~ 1

Las suma sobre  se limitan al conjunto B; = {E S kil <7/a, i=uz,y, z} Cual-

quier nimero de onda k que no pertenece a este conjunto es de la forma k = ¢+ G
donde ¢ € By y G - 1i es un multiplo entero, Vi, de 2w. N es el nimero de sitios.

Note que
1 ik-it 1 ik-7i
N2 T g e =0

i

(E.5) se reduce a

1
Hode = —§NZJS2



APENDICE E. ONDAS DE ESPIN ( MAGNONES ) 196

1 1 i (T 1 .

S J(m - iq- (m+1) bt - —ik-@ b-

2 % ) VN Eq;e “ [\/W %e ’f}
_ 1 21 oy gi| | LN~ (@ k)| g
- NS 2S§[§J(m)e HN§e b b

J(@ ok
- Inegerols k) bLb
= —g NSt =587 (F) b
1 1 i, 1 . -

_ —iNzJS2—iSJ(O)§bEbE+§S§[j(O)—j(k)}bgbg

Pero

ij;bi;’ = ZbgbﬁZQSZSﬁ_SM
k 7 i

~ 0 en la aproximacion
de ondas de espin

= 253 [S(S+1) Sk —Sa (

Por tanto

1
Hoge = — 5 N2JS* + 3 B bL.bg
k

(E.6)

E} es el espectro de excitaciones de las ondas de espin ( ver expresién (D.8) ). El

numero medio de ondas de espin con cuasimomento hk viene dado por

1
T\
A bajas temperaturas ( Er < kT < kT, ) solo es importante el rango de va-

lores de k tales que:

1
EE% <§SJCL2) k}2, ‘kz|<<g, i:xuyaz
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E.1. Momento Magnético Total vs. T: M (T) 2

Esta es determinada por

M (1) = 3 (~gus (55:))
De la relacién (E.3) se obtiene
~ S2
Si. =S2,+S2 —SiSar =S (S+1) - ,S/%\ —S;i-Sir ~ S —Si-Sis
iz T Oy iz
En particular, esta relacion es exacta para S = 1/2. M (T) se reduce a
M(0)

—_———
M(T) = —NgugS+gus»_ 25 <b,2bﬁ> = —NgupS + 2gupS > <bj;b,;>
ii i

Ademés ( AM(T) =M (0) — M(T) )
AM(T) 2V /W/a m/a m/a 1

= dk, [ dk dh,—
M(O) N (27T)3 —7/a —7/a Y —n/a ebr/ksT _ 1

ad [ Amk?
473 /0 dk eSJa2k?/2kpT _ |
V2 (kT 3/2 /Ood xl/?
2 SJ o e 1’
= ((3/2) vV /2

Q

3
— | ~ 2,612
(5) =2

™

Este resultado es conocido como la ley T/ de Bloch quien la derivé hace 74 anos®:

Ley T3/2 de Bloch

S = Ee () @) | e

Este resultado ha sido confirmado por numerosos experimentos.

SF. Bloch, Z. Physik 61, 206 (1931).
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E.2. Calor Especifico

Este se define como C' = dQ/dT el cual, en ausencia de variacién de los
parametros externos del sistema, se reduce a C' = dE£/dT donde ( 0<TKT, )

E = <Hode> -
N 1 ) 1% ) ,  SJa*k?/2
k- §NZ<]S + (27?)3 /0 dk dmk e5Ja2k?/2kpT _ |
1 V2 kT\™* oo a¥? >
= - NzJS? N / de =—7 (‘)M 4
9 F +27T2 SJ<5J> 0 T 1 ¢ 2 &
——
= 3¢(5/2) VT /4
| 3VE C(5/2) o, (kT
F~——-—N 24— YN o7
5 z2JS* + ]73/2 SJ SJ
y por lo tanto
~ 0,6386
(L BVE ) (T (E8)
1673/2 B\sJ
Note que
tanto como C son o T3/?

M (0)



Apéndice F

Recocido Simulado!

F.1. Introduccion

Recocido Simulado es un procedimiento iterativo, y por lo tanto basicamente
computacional, que permite encontrar la regiéon representativa, en el espacio de
fases?, que ocuparia un sistema fisico en equilibrio termodindmico a una tempe-
ratura dada T y para valores dados de sus pardmetros externos o/y las fuerzas
generalizadas que actuan sobre é13.

'En ingles: Simulated Annealing.

2Con ello nos referimos, por simplicidad, tanto al espacio de fases cldsico como al espacio
de estados en Mecanica Cudntica puesto que el método de simulacién expuesto en este capitulo
es suficientemente general. Asi mismo hablamos, indistintamente, de configuraciones o estados.
Esperamos que ello no produzca confusiéon alguna.

3 e Una discusién interesante del método de Recocido Simulado puede verse en:
Optimization by Simulated Annealing.S. Kirkpatrick, C. D. Gelatt Jr., M. P. Vecchi.
Science, 13 May 1983, volume 220, number 4598, pag. 671.

e La siguiente referencia discute las bases del método, sus extensiones y una variedad de
aplicaciones en diversas areas:
Monte Carlo Methods in Statistical Physics. Ed. por K. Binder. Topics in Current
Physics. Vol. 7. Springer—Verlag 1979.

e Una revision del método con una amplia discusién del proceso de generacion de “ nimeros
aleatorios ” puede verse en:
Applications of Monte Carlo Methods to Statistical Physics. K. Binder, Rep.
Prog. Phys. 60, ( 1997 ), pags. 487-559.

e Una discusién, basada en el Teorema del Limite Central, de la convergencia del Algoritmo
de Metropolis puede verse en:
Stochastic Processes. J. L. Doob, Wiley & Sons, New York 1953.

e El Método de las Coincidencias y una breve discusién de simulaciones numéricas ( que
incluye la convergencia del algoritmo de Metropolis ) puede verse en:
Statistical Mechanics. Shang—Keng Ma, World Scientific 1985.

199
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Este procedimiento o algoritmo adquiere relevancia cuando el sistema no se
encuentra inicialmente en la regién representativa, mencionada arriba, del espacio
de fases. En tal caso, se procede a movilizar lentamente el punto o la regién en
el espacio de fases hacia la regién donde suele permanecer cuando se encuentra
en equilibrio termodinamico. Las configuraciones intermedias o transientes son
irrelevantes y solo importa el objetivo final donde se pueden realizar medidas
temporales ( a lo largo de un nimero de iteraciones del proceso ) que pueden ser
contrastadas con experimentos reales. La lentitud del proceso o recocido garantiza,
en principio, que el sistema se aproxima a su situacion de equilibrio termodina-
mico en contraste con un proceso rapido ( en ingles: quenching ) donde el sistema
podria adoptar una configuracién no compatible ( por ejm..., metaestable ), en
general, con la situacién de equilibrio termodinamico.

El Recocido Simulado es extremadamente 1til en sistemas de extrema com-
plejidad donde resultados analiticos o aproximaciones razonables son escasas. Un
consejo usual es que este es el caso en que solo debe usarse el método de Recocido
Simulado. Es habitual la comparacién o cooperacién de este método con otros
enfoques aproximados.

Puesto que el método de Recocido Simulado esta disenado para aproximar
un sistema a su equilibrio termodinamico este resulta ser equivalente a minimizar
algin potencial termodinamico especifico a una situacion dada. Por ello y por
analogia el método es aplicable a situaciones, en otras areas del conocimiento, que
se reducen a la minimizacién de* una funcién de una o varias variables ( llamada a
veces Funcion Costo ). En tales casos las nociones de temperatura, presion, etc. ..
adquieren un significado que se relaciona al sistema particular en estudio.

F.2. El Método de Recocido Simulado

Consideremos un sistema fisico, en el conjunto candnico®, el cual en equilibrio
termodinamico a la temperatura 7' corresponde a la minimizacién de la energia
libre de Helmholtz F':

F=FE-TS (F.1)

E y S son la energia y la entropia del sistema, respectivamente. Los parametros
externos y el nimero de particulas del sistema se consideran fijos lo cual no es
estrictamente necesario puesto que la generalizacion a otras situaciones es simple.
La minimizacién de F es, intuitivamente, una competencia entre la tendencia
a minimizar la energia F y maximizar la entropia S para un valor dado de la
temperatura 7. Desde este punto de vista un proceso de simulacion luciria sin
esperanza alguna puesto que la evaluacién de la entropia, como objeto de utilidad

4Note que maximizar una funcién f equivale a minimizar —f.
5La generalizacién a otras situaciones es inmediata.
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practica en un sentido computacional, no es simple. Sin embargo, minimizar F
equivale a afirmar que la probabilidad P, de que el sistema se encuentre en el
estado® |n) de energia E,, satisface

P, o< ¢ En/keT (F.2)

la cual es una expresién mas simple para nuestros propodsitos puesto que no invo-
lucra explicitamente a la entropia S.

Dado un sistema el cual podemos observar en un conjunto de confi-

guraciones arbitrarias tal que no necesariamente se satisface (F.2):

i Que debemos hacer para configurar el sistema de manera
tal que {P,} satisfaga (F.2) 7.

Denotemos con P, (t) la probabilidad de que el sistema se encuentre en la confi-
guracién |n) en el t. La respuesta mas simple a la pregunta anterior involucra la
introduccion de probabilidades de transicion por unidad de tiempo. Estas describen
transiciones entre estados y/o la evolucién del sistema hacia el equilibrio termo-
dindmico. Una manera adecuada de introducir esta descripcién es a traves de una
ecuacion maestra como’

dpP

#@) =S WP () = WPy (1)

donde W, es la probabilidad de transicion por unidad de tiempo del estado |n’)
al estado |n). W, es independiente del tiempo V n,n’. Las soluciones estacio-
narias ( P, =lim; ., P, () ) satisfacen

S (WocmPon = Wi nP] =0, Vi

m

Una condicion mas débil, que anula esta suma, es exigir que cada sumando se
anule idénticamente:

0. Vm, < Condicién de Equilibrio ) (F.3)

Detallado

SVer pie de pag. 2

"Partiendo de la ecuacién de Liouville-Neumann para un sistema dado, la construccién de
una ecuaciéon maestra como una descripciéon aproximada de la evolucion de un sistema fisico no
es un problema simple. El lector interesado podria, por ejm. .., revisar textos de Fisica de Laser
donde tal problema se muestra en toda su complejidad.
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Ello significa que las probabilidades de transicion por unidad de tiempo satisfacen

Wm<—n _ & _ e—(Em—En)/kBT’ v m,n (F4)

En la practica, es conveniente introducir la probabilidad de transicion P,_, du-
rante un intervalo de tiempo dado At

oy - s /
P =W, Al < Probabilidad de Transicién de |n') a |n) )

en el intervalo [t,t + At]

tal que

Pmen _ o~ (Bm—En)/kpT Y om,n (F.5)

Pm—m

como se ilustra en la Figura (F.1).

‘m> yy En

PTL(—T)’L

‘n> Y En

Figura F.1: Ilustracién de las transiciones entre dos estados |m) y |n) de ener-
gias E,, y F,, respectivamente, con F,, > E,. Note que las transiciones a estados
de mas baja energia ( por ejm..., |m) — |n) ) son mas probables que las transi-
ciones hacia altas energias ( por ejm. .., [n) — |m) ). Debido a la existencia de un
estado fundamental se establece una especie de efecto compensatorio que genera
una situacién de equilibrio.

Puesto que una de las dos probabilidades de transicién en la expresion (F.5)
es indeterminada podemos escoger una de ellas en forma arbitraria. Por ejm, la
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eleccién mas simple resulta ser el llamado Algoritmo de Metropolis®
Algoritmo de Metropolis
1 , si E,<E, (F.6)
Pm<—n -
e~ (Em=En)/ksT si B, > E,
Otra seleccion habitual es el llamado Algoritmo del Bano Térmico
Algoritmo del Bano Térmico
(F.7)

donde f (E) = ( eB/knT 4 1)_1 es la funcién de distribucién de Fermi-Dirac?.

Si en cierto estadio del proceso iterativo, la configuracion del sistema corres-
ponde al estado |n); el algoritmo (F.6) o (F.7), entre otras posibilidades, permite
decidir si se acepta la transiciéon hacia el estado |m). Note que, en general, la
energia F; del estado |i) es extensiva en el sentido termodindmico tal que el can-
didato |m) hacia donde el sistema realiza la transicién |n) — |m) debe ser tal
que F,, — E, sea una cantidad intensiva en el sentido termodindmico. Ello se

logra realizando solo pequenos desplazamientos en el espacio de estados.

Note que las bases fisicas del método de Recocido Simulado descansan
esencialmente sobre la Condicién de Equilibrio Detallado (F.3). Alguna
prueba de que este es un buen punto de partida, para justificar el método,
es una tarea dificil de construir. En cualquier caso

= El método se ha tratado de construir sobre bases generales e inde-
pendiente de los detalles fisicos de un sistema particular.

= La experiencia de mas de cinco décadas de aplicaciones a diversos
sistemas le confieren una buena dosis de confianza.

= Su difusién se ha generalizado debido a su simplicidad y relativa
facilidad de implementaciéon computacional en forma independiente
de las complejidades del sistema en estudio lo cual, a su vez, ha
permitido la comparacién con numerosos resultados experimentales.

8N. Metropolis, A. W. Rosenblut, M. N. Rosenblut, A. H. Teller, E. Teller: J. Chem. Phys. 21,

1087 (11953 ).
9Note que f (€) /f (—¢) = e~</ksT,
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= Su extensién a otras areas del conocimiento ( por ejm..., astrono-
mia, economia, disefio de circuitos electrénicos, etc... ) es simple.

La implementacién del método de Recocido Simulado a T' = 0 K permite deter-
minar el minimo de la energia £ ( ver expresién (F.1) ). Sin embargo ello no se
realiza directamente. Se empieza usualmente con valores altos de la temperatu-
ra Ty se reduce esta hasta arribar lentamente a T' = 0 K. Esta circunstancia
permite su aplicacién a diversas areas donde el problema fundamental se reduce
a la minimizacién de una funcién.

F.3. Implementacién del Recocido Simulado

Dado un sistema fisico el propédsito basico del método de Recocido Simulado
es determinar la region del espacio de fases que es compatible con sus condiciones
de equilibrio termodindmico a una temperatura dada'® T'. Los pasos a seguir son
los siguientes:

1. SELECCIONANDO UNA CONFIGURACION O ESTADO CANDIDATO, A SER
LA PROXIMA CONFIGURACION, A UNA TEMPERATURA DADA T': Supon-
gamos que el sistema se encuentra en una configuraciéon o estado |n) con
energia E,. Usualmente, se escoge al azar un estado |m), con energia E,,,
con algun criterio que es usualmente especifico al sistema en estudio. El
estado |m) seleccionado es el candidato a ser posiblemente escogido como
nueva configuracion del sistema.

2. ACEPTANDO O RECHAZANDO UNA TRANSICION: A la temperatura T', el
movimiento o transicién desde el estado |n) hacia el estado |m), del paso
anterior, se acepta con probabilidad P,,._, o, equivalentemente, se rechaza
con probabilidad 1 — P,,.,,. En la practica, ello se realiza de la siguiente
manera:

a) Genere un numero r distribuido uniformemente al azar en el interva-
lo [0,1).

b) Sir < Py, la transicién al estado |m) es ejecutada. En otras pala-
bras, cambiamos la configuracién del estado |n) al estado |m).

¢) En caso contrario ( r > P,,., ) el sistema permanece en su configura-
cién previa |n).

10FEn el conjunto candnico, por ejm. .., esta regién no estd delimitada por “ fronteras ” bien
definidas. En otras palabras, solo nos referimos a ella como la region donde el punto represen-
tativo del sistema en el espacio de fases se encuentra a lo largo de su evolucién temporal.
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Enfatizamos que la transicién |n) — |m) ocurre en dOS pasos
(pasos1y?2):
I. Escogencia, con algun mecanismo aleatorio, de la posible confi-
guracidn o estado candidato |m) a ser la nueva configuracién.

[I. El candidato |m) se acepta con probabilidad P,,.,.

3. Los pasos 1 y 2 se repiten, a una temperatura dada 7', un ntimero 79 + 7
de veces o iteraciones. Se espera que el sistema se haya ubicado en cier-
ta region del espacio de fases, compatible con el equilibrio termodinamico,
despues de las primeras 7 iteraciones: Un proceso que denominamos 7er-
malizacion™. Durante las restantes T iteraciones, donde presumimos que
el movimiento en el espacio de fases corresponde a la situacién de equilibrio
termodindmico a la temperatura 7', podemos evaluar promedios (A); de
observables A (|n (t))) que, en la iteracién'? t—ésima, dependen de la confi-
guracién |n (t)):

(Ap=1 > Aln (o) (F3)

(A), es un promedio a lo largo de una trayectoria en el espacio de fases o
espacio de estados. (A), es, obviamente, dependiente de la temperatura T’
a traves del uso de las probabilidades {P,,.,,} del paso 2.

Usualmente seleccionamos, al inicio de la simulacién, una temperatura relativa-
mente alta para evitar que el sistema quede atrapado en minimos locales. Una
manera de elegir la temperatura inicial 7j es ensayar con diversas configuracio-
nes, seleccionadas al azar, del sistema con el propdsito de obtener valores minimos
Yy MAXIMOS €,,in V €mar asociados, por supuesto, a algun par de configuraciones.
La temperatura inicial Tjy debe escogerse, por ejm. .., mayor qUe €,u: — €min:

TO > €maz — €min O/Y TO > €maz — €Emin

En algunos casos, este proceso se realiza por simple inspeccion.

Una vez que se ha realizado el proceso de simulaciéon a una temperatura
dada T, ( la (¢+ 1)-ésima temperatura ), esta puede reducirse ligeramente y
proceder a un nuevo proceso de simulacién a la temperatura T, . Existen, entre
muchas opciones, dos formas habituales de reducir la temperatura:

1 Quizds por un abuso del lenguaje.
2Note que el indice discreto de iteracion t reemplaza al tiempo.
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1. EXPONENCIAL:

Tg = OéTg_l X l Z 1, « 5 1 (Fg)

la cual equivale a Ty = o Ty. Puesto que o < 1 esta puede aproximarse por

Tf = TO ef Ino = TO ez 1H(1—[1—a]) ~ TO e—(l—a)é

de la cual deriva el nombre de decaimiento exponencial. Note que Ty > 0

sif>1/(1—a)tal que (1 — a)~" es una escala para el niimero de valores de
temperatura usados a lo largo de una simulacién. Por ejm. .., a = 0,999 im-
plica que 7y > 0 cuando ¢ > 1000. Por ejm. .., podriamos saltar directa-
mente a una simulaciéon a 7" = 0 K cuando ¢ = 1500 en cuyo caso habriamos
obtenido, por ejm. .., el minimo de la energia de acuerdo a (F.1).

En cualquier caso; el valor maximo ¢,,,, de ¢, tal que T,;,, > 0 es la tem-
peratura minima que usamos antes de saltar directamente a T = 0 K, viene
dado por

11’1 (Tmzn/T())

O/mm TO < Tmm - Emax >
Ina

Por ejm. ..

(To=5K, Tpmin=001K, a=00999) = (e =06212

2. LOGARITMICO:

ToIn2
= - >
= wers (20 (F.10)

Esta varia muy lentamente para ¢ > 1. En efecto

Toln2 In2 2
Til sy & m NTOW ( B élnﬁ)

El factor 2In2/ [f (In 5)2} varia muy lentamente cuando ¢ > 1.

Note que la esencia del método de Recocido Simulado es una caminata
en el espacio de fases, realizada por el sistema en estudio, la cual es
gobernada por reglas aleatorias o “ fuerzas " aleatorias. En otras palabras,
la dindmica del sistema es substituida por reglas ( que son independientes
de los detalles del sistema ) cuyo tnico propdsito es colocar el sistema
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en la regidn representativa del espacio de fases que es compatible con las
condiciones particulares que atanen a su equilibrio termodindmico. Una

vez que se logra este propdsito se procede al proceso de “ medida ”. Ver
Figura (F.2).

JN )

10)

Figura F.2: Ilustracién de una caminata en el espacio de fases que parte de |0)
y, despues de N pasos, arriba a |n). Dadas las reglas para realizar una transicién
arbitraria ( |m) — |m’) ), la probabilidad de encontrarse en |n) puede ser calcu-
lada, cuando N — oo, sumando sobre todos los caminos posibles que empiezan
en |0) y terminan en |n). Como ejercicio, construya los argumentos ne-
cesarios que muestran que el resultado ( con el método del Recocido

Simulado ) debe ser o< e En/%sT donde Ey es la energia del estado |().

F.4. Ejemplos'

En esta secciéon mostraremos ejemplos de naturaleza extremadamente
simple. Tratamos de mantener la simplicidad de los modelo expuestos.
a continuacién, puesto que el propdsito bdsico es ilustrar el método de
Recocido Simulado sin desviar la atencién hacia los detalles de un modelo
particular.

F.4.1. Una particula de masa infinita

Consideremos el caso unidimensional de una particula de masa infinita, en
Mecénica Estadistica Clésica, en presencia del potencial V (x) = |z|. El hamilto-

13Para propésitos computacionales las unidades siempre son adimensionales.
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niano viene dado por

: | icul |
H(z) = |2| , x Coorder?ada de la particula a lo
largo del eje x.
El propédsito del presente ejemplo es medir la distancia media al origen (|z|)
a una temperatura dada 7. El valor tedrico esperado (|z|),..,. v su desviaciéon
standard A |x| vienen dados por!?

<|x|>teor. = T7 A |.I" = \/<‘x‘2>teor. - <|$‘>t260r. =T

tal que podemos esperar grandes fluctuaciones alrededor del valor medio, o en
otras palabras: (|z|) < 27T. Ello es consecuencia de haber realizado un ejemplo

con UNQA sola particula y no se relaciona, en forma alguna, al método de Re-
cocido Simulado. Para remediar ello, uno debe considerar un gas de N particulas
idénticas y realizar promedios sobre todas las particulas del gas. En tal caso, las
fluctuaciones son proporcionales a N~1/2,

En particular, realizaremos la simulacién, propuesta arriba, tomando en cuen-
ta las siguientes consideraciones:

= En el instante inicial, colocaremos la particula en la coordenada XINI = 37'.
Es decir, relativamente lejos de la region {x > x| T } donde esperamos
que la particula realize su paseo habitual, en equilibrio termodinamico, a
la temperatura T. De esta forma no prejuiciamos o favorecemos, para el
propésito de ilustrar el Recocido Simulado, el resultado de la simulacién.

= Cuando la particula se encuentra en la coordenada x, escogemos como posi-
ble candidata a nueva coordenada a x4+ dx donde dx # 0 es generado al azar
con una distribucién uniforme de probabilidades en el intervalo [—1, 1).

e Si |x+0dzx| — |z] < 0 la transicién a la nueva coordenada z + 0z es
aceptada: Es decir, movemos la particula a la nueva coordenada x+dx.

e En caso contrario ( si |z + dx| — |z] > 0 ) aceptaremos la transicion,
a la nueva coordenada z + dz, con probabilidad e~ (#+0=I=12D/T  Para
ello, generamos un numero r, al azar, con una distribuciéon uniforme
de probabilidades en el intervalo [0, 1):

o Sir < e (#tdzl=lzD/T 15 transicién a la nueva coordenada z + 6z
es aceptada.

14 [e'e]
/ Y
1 oo
<' > eor. = 70000 = —/ dx --- e—\z\/T

t / e 2T J o
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o En caso contrario ( r > e (lwtozl=lz))/T ) la particula permanece en
la coordenada .

= El programa partInfiO.cc realiza 5 simulaciones, con diferentes semillas
del generador de numeros aleatorios, con los valores!®:

T =10, 7o = 1000, 7 = 9000,

)

A lo largo de los 7 pasos el valor medio (|z|), a la temperatura T', “ se mide ’
de acuerdo a la expresiéon

ey =275 leto)

la cual ignora los primeros 7y pasos ( el 10% del total ) los cuales corres-
ponden al proceso de “ termalizacion 7 a la temperatura 7T

15Ver aparte 3. en la pag. 205.
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// partInfiO.cc

#include<cmath>

#include<cstdlib>

#include<ctime>

#include<iostream>

using namespace std;

[/ kksksksksk ok sk skok ok sksk ok sksk ok sk sk sk ok sksk sk ok sk sksk ok sk sksk ok sk sk sk sk sksk sk ok sk sk sk sk ok sk sk sk ok /
const char *SEP="###### A\ "

const double RANDMAX1=floor (RAND_MAX + 1.5);

const unsigned char NENSAY0S=5; // Numero de ensayos.

const double T=10.0; // Temperatura.

const double XINI=3.0xT; // Posicion inicial.

const double EINI=abs(XINI); // Energia inicial de la particula.
const size_t TAU=9000U; // Iteraciones para "medir" <|x|[>.
const size_t TAUO=1000U; // Iteraciones para "termalizar".

[ F s dodokokookkokkokkokokokokokok ok kokokokokokokook ok ook kokokok skl sk ok sk sk sk sk sk ok ok sk ok ok ok ok /
double medicion(double &error);
void transicion(double &x,double &energia);

// Genera un numero al azar en [0,1).
inline double rand01()

{

return rand() /RANDMAX1;

}

int main()

{

double error;

COut<<SEP;

for ( unsigned char i=0 ; i<NENSAYOS ; ++i ) {
cout<<"<|x|> teorico = "<<T<<endl;
cout<<"<|x|> medido = "<<medicion(error)<<endl;
cout<<"Error = "<<error<<" Y%\n"<<SEP;

}

return O;

}



APENDICE F. RECOCIDO SIMULADO 211

double medicion(double &error)

{

static size_t semilla=size_t(time((time_t *)0));
double energia=EINI,x=XINI;

// Inicializa el generador de numeros al azar.
srand(semilla++) ;

size_t t=0; // Termalizacion.
while ( t<TAUO ) transicion(x,energia),++t;

double absXMedido=0;

for ( t=0 ; t<TAU ; ++t ) { // Medicion.
transicion(x,energia);
absXMedido+=abs (x) ;

}

absXMedido/=TAU;

error=abs(1.0 - absXMedido/T)*100.0; // Error porcentual.

return absXMedido;

3

void transicion(double &x,double &energia)

{

static double de,energiaNueva,xNuevo;

do xNuevo=2.0*rand01() - 1.0; while ( xNuevo==0 );

xNuevo+=x;

energiaNueva=abs (xNuevo) ;

de=energialNueva - energia;

if ( (de<=0 ) || ( rand01(<exp(-de/T) ) ) {
x=xNuevo;
energia=energiaNueva;

}

}

Una ejecucion tipica del programa anterior produce el resultado:
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HHHH RS HSHEHHEHHHH
<|x|> teorico = 10

<|x|> medido 11.0039

Error 10.0386 %

Ht

<|x|> teorico = 10

<|x|> medido = 10.514

Error = 5.13997 %
HHHHHHHH RS H R R H R S RS
<|x|> teorico = 10

<|x|> medido = 7.78264

Error = 22.1736 %

HHHH RS HSEHHHHHH
<|x|> teorico = 10

<|x|> medido = 8.24533

Error 17.5467 Y
HHHH TSRS
<|x|> teorico = 10

<|x|> medido 17.509

Error 75.0904 Y%
HHHHHHHH RS H R R HEHS RS SH#

Note la disparidad de los errores los cuales se deben al considerar UNQA sola
particula. Sin embargo, es notable que los valores medidos se encuentran dentro
del rango esperado <€ lz| < 27T =20 ) En la seccién siguiente estudiaremos un
gas de tales particulas sin interaccion entre ellas.

F.4.2. Un gas de particulas de masa infinita

En esta seccion consideramos el caso de la seccién anterior salvo que con-
sideramos un gas de N particulas no interactuantes. El valor medio (|z|), en el
instante t ( promedio instantaneo sobre el gas ) se define de acuerdo a:

1N
(|]), :Ngo

donde x; (t) es la posicién de la particula i—ésima en el instante ¢ ( o iteracién t—
ésima ).

El valor medio “ medido ” (|x|) por el método de Recocido Simulado viene
dado por:

e == > (el
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El programa partInfi.cc ( en C++ ) implementa 5 ensayos con el método de
Recocido Simulado ( los pardmetros son explicitos al inicio del programa ):

// partInfil.cc

#include<cmath>

#include<cstdlib>

#include<ctime>

#include<iostream>

#include<vector>

using namespace std;

const char *SEP="#####HHHHH i  #H\n "

const double T=10.0; // Temperatura.

const double AMPLITUD=3.0%*T; // Amplitud para inicializar.
const size_t NPART=100U; // Numero de particulas.

const size_t TAU=9000U; // Iteraciones para "medir" <|x|>.
const size_t TAUO=1000U; // Iteraciones para "termalizar".

const unsigned char NENSAY0S=5; // Numero de ensayos.
[ okskoksk ok sk sk sk ok ok ok ok sk sk sk sk ok ok sk sk ok ok sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok /

struct PartInf

{

double x,e; // x: posicion. e: energia

static const double RANDMAX1;

static double De;

static PartInf Nuevo;

static double Rand01();

PartInf(): x(0), e(0) {}

PartInf& operator +=(const PartInf &p);

void asigne(double xVal) { x=xVal; e=abs(x); 7}

void transicion(double temper);

friend double medicion(vector<PartInf> &v,double temper,

size_t tau,double &error);

}s;

const double PartInf::RANDMAX1=floor (RAND_MAX + 1.5);
double PartInf: :De;
PartInf PartInf: :Nuevo;
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// Genera un numero al azar en [0,1).
inline double PartInf::Rand01()

{

return rand() /RANDMAX1;

}

inline PartInf& PartInf::operator +=(const PartInf &p)
{

X+=p.X;

e=abs(x) ;

return *this;

}

void PartInf::transicion(double temper)

{

do Nuevo.x=2.0*%Rand01() - 1.0; while ( Nuevo.x==0 );
Nuevo+=(*this) ;

De=Nuevo.e - e;

// Algoritmo de Metropolis

if ( ( De<=0 ) || ( Rand01()<exp(-De/temper) ) ) *this=Nuevo;

214
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double medicion(vector<PartInf> &v,double temper,size_t tau,
double &error)
{
double absXMedio=0,xt;
size_t 1i,];
for ( i=0 ; i<tau ; ++i ) { // Medicion
xt=0;
for ( j=0 ; j<v.size() ; ++j ) { // Sobre el gas
v[j].transicion(temper) ;
xt+=v[j].e;
}
xt/=v.size();
absXMedio+=xt;
}
absXMedio/=tau;

error=abs(1.0 - absXMedio/T)*100.0;
return absXMedio;

}

/************************************************************/
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int main()
{

vector<PartInf> p(NPART);

size_t i=0,j,semilla=size_t(time((time_t *)0));

while ( i<p.size() ) {
srand(semilla++) ;
pli] .asigne((2.0*PartInf::Rand01() - 1.0)*AMPLITUD);
for ( j=0 ; j<TAUO ; ++j ) pli].transicion(T);
++1;

b

double error;

COut<<SEP;

for ( unsigned char i=0 ; i<NENSAY0S ; ++i ) {
srand(semilla++) ;
cout<<"<|x|> teorico = "<<T<<endl;
cout<<"<|x|> medido "<<medicion(p,T,TAU,error)<<endl;
cout<<"Error "<<error<<" %\n"<<SEP;

return O;

¥

Una ejecucion tipica de este programa genera el resultado:

HHHHHHHH SRR R
<|x|> teorico = 10

<|x|> medido 11.4595

Error = 14.5946 Y
HHHHHH RS RS H RS HS R SH#
<|x|> teorico = 10

<|x|> medido = 10.2181

Error 2.18097 %
HHHHH RS RS H RS HS R S
<|x|> teorico = 10

<|x|> medido = 9.80664

Error = 1.93359 %
HHHHH TSRS
<|x|> teorico = 10

<|x|> medido = 9.86326

1.36744 Y,

Error

216
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#HH##HHH T H YR H T H Y S H TR H

<|x|> teorico = 10
<|x|> medido = 9.269
Error =7.31 9%

HH#HHHHHE R

el cual muestra la cercanfa al valor medio teérico (|z|),..,. =T = 10.

teor.

F.4.3. Sistemas de Ecuaciones o/y Minimizaciéon de Fun-
ciones

Consideremos el sistema de ecuaciones

T+ y=2
Y (F.11)
r+3y =4

El propésito de esta seccién es encontrar las soluciones reales ( x,y € R ) de tal
sistema. Ello equivale a minimizar la funcién g (z,y):

glz,y) =z +y—2|+ |z + 3y —4

Es decir'®, si es posible encontrar los valores de x e y tales que g(z,y) = 0
habremos encontrado la solucién del problema. Note que cero es el minimo de la
funcién g (x,y) cuando el sistema de ecuaciones tiene solucion.

Al usar el método de Recocido Simulado realizamos los siguientes pasos ( ver
seccién F.3):

1. A una temperatura dada, el punto (z,y) realiza 1000 saltos generados con
una distribucién uniforme de probabilidades en un circulo de radio unidad y
centro (z,y)". 100 de estos saltos se ignoran ( termalizacién ) y los restan-
tes 900 son usados para evaluar la posicién media ((x,y)) del punto (z,y) a
una temperatura dada T'. Al reducir la temperatura, ((z,y)) se toma como
nuevo punto de partida.

2. La temperatura es reducida con

T, =099T,_4, C>1; Th =10

16E] problema es equivalente al de equilibrio termodindmico de un gas bidimensional de
particulas idénticas no interactuantes en presencia del potencial g (z,y).

ITEscoga un par de niimeros &, y & los cuales son generados por una distribucién de probabi-
lidades uniforme en el intervalo [0, 1). El desplazamiento (dz, dy), a partir de (z,y), viene dado
por dz = R+\/& cos(2m&) v 0y = RVE sen(2n&y). Ello equivale a generar el par (dz,dy)

con una distribucién de probabilidades uniforme © (R — 1/ (62)* + (6y)? ) /mR? en un circulo

de radio R con centro en el origen.



APENDICE F. RECOCIDO SIMULADO 218

hasta que Ty < T,,;, = 0,001. La préxima temperatura es T' = 0. A esta tem-
peratura esperamos haber encontrado la solucién del sistema de ecuaciones
propuesto mas arriba.

El programa sistema0.cc, en C++, implementa estos pasos y permite generar la
Figura F.3 la cual describe la evolucion hacia la solucion correcta del sistema de
ecuaciones (F.11).

// sistemal.cc

#include<cmath>

#include<cstdlib>

#include<ctime>

#include<iostream>

#include<vector>

using namespace std;

const double TMIN=0.001; // Temperatura minima antes de T = 0.

const double T0=10.0; // Temperatura Inicial.
const size_t TAUO=100U; // Iteraciones para "termalizar" (x,y).
const size_t TAU=900U; // Iteraciones para "medir" <(x,y)>.

[ okok ok ok sk sk ok ok sk ok ok ok ok sk ok ok o o ok ok ok ok sk K K R ok ok ok ok K K R ok ok sk sk K K sk ok ok ok sk ok sk ok ok ok ko ok ok ok ok /
struct ParXY
{

double x,y,e; // e: energia = g(x,y)

static const double DOSPI,RANDMAX1;

static double De,Fase;

static ParXY Nuevo,P;

static double Fermi(double de,double temper);

static double Rand01();

ParXY(): x(0), y(0), e(43.0) {}
ParXY(double xx,double yy);

bool operator !() const;
ParXY& operator +=(const ParXY &p);
ParXY operator /(double den) const; // den: denominador

double energia() const;
ParXY& termoMedicion(size_t tauO,size_t tau,double temper);
ParXY& transicion(double temper);
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const double ParXY::DOSPI=2.0x*M_PI;

const double ParXY::RANDMAX1=floor (RAND_MAX + 1.5);
double ParXY::De,ParXY::Fase;

ParXY ParXY: :Nuevo,ParXY::P;

double ParXY::Fermi(double de,double temper)// Fermi-Dirac
{
if ( de!=0 ) {
if ( temper>0 ) {
de/=temper;
if ( de<0 ) return 1.0/(exp(de) + 1.0);
de=exp(-de);
return de/(1.0 + de);
} else return ( de<0 );
} else return 0.5;

¥

inline double ParXY::Rand01()

{
return rand()/RANDMAX1;

¥

inline bool ParXY::operator !() const

{
return ( ( x==0 ) && ( y==0 ) );
}

inline double ParXY::energia() const

{
return abs(x + y - 2.0) + abs(x + 3.0*xy - 4.0);
}

inline ParXY::ParXY(double xx,double yy): x(xx), y(yy)
{
e=energia();

}
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inline ParXY& ParXY::operator +=(const ParXY &p)
{

X+=p.X;
y+=p.y;

return *this;

}

inline ParXY ParXY::operator /(double den) const

{
return ParXY(x/den,y/den);

}

ParXY& ParXY::termoMedicion(size_t tau0O,size_t tau,double temper)

{
size_t i=0;
while ( i<tauO ) transicion(temper),++i; // Termalizando

// Midiendo

P.x=P.y=0;

for ( i=0 ; i<tau ; ++i ) P+=transicion(temper);
*this=P/tau;

e=energia();

return *this;

3
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ParXY& ParXY::transicion(double temper)
{
do { // Escogiendo un salto
Nuevo.y=Rand01() ;
if ( Nuevo.y>0 ) Nuevo.y=sqrt(Nuevo.y);
if ( Nuevo.y>0 ) {
Fase=D0OSPI*Rand01();
Nuevo.x=Nuevo.y*cos(Fase) ;
Nuevo.y*=sin(Fase);
} else Nuevo.x=Nuevo.y=0;
} while ( !'Nuevo );
Nuevo+=(*this) ;
Nuevo.e=Nuevo.energia();

// Algoritmo del B. Termico para decidir si acepta el salto
// propuesto arriba.
if ( RandO01()<Fermi(Nuevo.e - e,temper) ) *this=Nuevo;

return *this;

}

int main()
{

ParXY p;

const double factor=0.99;

cerr<<"T0 = "<<T0<<endl;

double t=TO;

do cout<<t<<’ ’<<p.termoMedicion(TAUO,TAU,t).e<<endl;
while ( (t*=factor)>=TMIN );

cout<<0<<’ ’<<p.termoMedicion(TAUO,TAU,O0) .e<<endl;
cerr<<p.x<<’ ’<<p.y<<endl; // Solucion.

return O;

}
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Figura F.3: Datos generados por el programa, en C++, sistema0O.cc. A altas tem-
peraturas ( T > 3, por ejm... ) se observan grandes fluctuaciones de la “ e-
nergia 7 g (x,y) pero la tendencia es a reducir la energia a bajas temperaturas.
A T = 0 encontramos = = 1,00034 e y = 0,999962 con g (x,y) = 0,000534132 lo
cual equivale a un error porcentual de 3,42 x 1072 %. La solucién exacta es (1,1)
con g (1,1) = 0. Con un sistema de ecuaciones mas complicado que (F.11), la so-
lucion aproximada podria ser tomada como punto de partida de algun algoritmo

numérico.
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F.4.4. El modelo de Ising en Dos Dimensiones

La energia de una configuracién dada {o;} del modelo de Ising, en presencia
de un campo magnético H > 0, viene dada por

1
E({O’Z}):—§JZO'ZO'J—HZO'“ O'Z::tl, J>0
(6,3) i

(1,7) indica que la suma se realiza solo entre vecinos mas cercanos en una red
bidimensional infinita la cual, por simplicidad, es cuadrada ( el niimero de vecinos
mas cercanos a un sitio dado es 4 ).

En equilibrio termodindmico, a la temperatura 7', deseamos evaluar el mo-
mento magnético medio por sitio m (T') ( con campo magnético nulo ):

o Xy - B T
m(T) = Jim, Jom p o) ) =S e

H—>O+ N—oo i

N es el ntimero de sitios. En 1944, Onsager'® resolvié este problema ( el modelo
de Ising bidimensional infinito ) lo cual se conoce actualmente como

La Solucién de Onsager

1/8
{1 —senh™ (ﬂﬂ , T<T,
m(T) = kT
0 , T>T1T,
2 2
y ksl = ! / ~ 2,2692 J

arcsenh (1) In (1 + ﬁ)

la cual describe una transicién ferromagnética.

En esta seccion, nuestro propdsito es realizar una simulacién del mode-
lo de Ising bidimensional, mediante el método de Recocido Simulado, que
evalua m (7") en una red bidimensional cuadrada 45 x 45 con condiciones
de contorno periddicas las cuales simulan la ausencia de superficies. La
red consta de N = 45X 45 = 2025 espines.

Para ello tomamos en cuenta las siguientes consideraciones:
1. Escogemos ( adimensionalmente )
n(1+ v2)
J=— "7
2
181, Onsager, Phys. Rev. 65 117 (1944).

~ 0,4407  tal que T.=1 (conkg=1)




APENDICE F. RECOCIDO SIMULADO 294

2. Recorremos la red al estilo "maquina de escribir". En un sitio dado ¢
evaluamos el cambio de energia § F, cuando se realiza el cambio ( en un sitio
dado ¢ ) oy — —oy:

1
5Eg = — 5 J Z {[(1 — 2624) Uz’] [(]_ - 2(53'4) O'j] - O'Z‘O'j}
(i.5)

1
= — 5 J Z [—2 ((Szg + (Sjg) 0;0; + 4(5%(5][]
(7])

La suma se realiza sobre los 4
0By =2Joy Z Ti ( vecinos mas cercanos al sitio /. ) (F.12)

(i,£)

El méaximo valor dE,,,, de 0E,, V sitio ¢, es
6B e = 8J = 41n (1 + V2 ) T, ~ 3,5255T. = 3,5255

Cada actualizacion de un sitio corresponde a un paso del sistema en el espa-
cio de fases. La evaluacion, a una temperatura dada T', del momento mag-

nético medio por sitio m (T') corresponde a un promedio sobre la trayectoria

( sobre los pasos ) en el espacio de fases!®:

1 iy N a una temperatu-
m (T) = T t:ZTO [N ego ot (t>1 ’ < ra dada T' ) (F.13)

donde oy (t) es el valor que adquiere oy, en la iteracién o instante de tiempo t,
despues de ser sometido al algoritmo de Metropolis.

La simulacién es realizada por el programa Ising2D0.cc ( ver pag. 227 ),
en C++, con las siguientes consideraciones:

» La temperatura decrece desde T hasta T),,. de acuerdo a la regla:
Tn+120,999Tn, 77,20 y T0:2
mientras T, > Thpare con Tpere =0,1

» Acto seguido ( cuando T, < Tpure ), se procede a realizar la simulacién
al =0.

19Un punto en el espacio de fases corresponde a una configuracién dada {o;}.
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» A una temperatura dada T la muestra se sometié al método de Reco-
cido Simulado durante 7y + 7 iteraciones con

7o = [0,1x2025] =202, (~10% )
T o= [09x2025) =1822,  ( ~90% )

e Las primeras 7, iteraciones se destinan al propdsito de termalizar
la muestra a la temperatura T. Es decir; a colocar el sistema, en
equilibrio termodinamico a la temperatura T', en su regién repre-
sentativa del espacio de fases.

e Las restantes 7 iteraciones se destinan al proceso de medida como
se describe en la expresién (F.13).

El resultado se muestra en la Figura F.4.
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Recocido Simulado
m(T/Tc) vs. T/Tc
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Figura F.4: Recocido Simulado del modelo de Ising bidimensional. Se usé una
red cuadrada de 2025 espines, con condiciones de contorno periddicas, para
evaluar el momento magnético medio por sitio ( 2024 (ai)) /2025 en funcién
de T'/T,. La linea continua es la solucién de Onsager en el limite termodina-
mico ( jjj oo espines !!! ) mientras los simbolos « son los resultados del Recocido
Simulado de la muestra de 2025 espines. Note que las discrepancias no son espe-
cialmente notables cuando T < T,. Alrededor de T = T, = 1 pueden observarse
las fluctuaciones del momento magnético medio por sitio. El resultado ha sido
generado por el programa, en C++, Ising2D0.cc ( ver pag. 227 ).
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// Ising2D0.cc
#include <cmath>
#include <cstdlib>
#include <ctime>
#include <iomanip>
#include <iostream>
#include <vector>
using namespace std;
class Ising2D: public vector<vector<signed char> >
{
private:
int intSize;
size_t nSitios;
size_t sizet(int i) const;

// Retorna el momento magnetico de la FILA fila.
double termalize(int fila,double temper);

static const double J2,RANDMAX1;
public:
// Constructores
explicit Ising2D(size_t lado);

// Operadores

const int& intsize() const { return intSize; }
const signed char& operator()(int i,int j) const;
signed char& operator() (int i,int j);

// Retorna el momento magnetico TOTAL.
double operator() () const;

// metodos
const size_t& sitios() const { return nSitios; }
static bool Metropolis(double de,double temper);

static double Onsager(double t); // 0 <= t <=1.
static double Rand01();

// Retorna el momento magnetico TOTAL.
double termalize(double temper);
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const double Ising2D::J2=log(1.0 + M_SQRT2); // J2=2%J
const double Ising2D::RANDMAX1=floor (RAND_MAX + 1.5);

inline size_t Ising2D::sizet(int i) const
{
if ( i<0 ) i+=((-i)/intSize + 1)*intSize;
else if ( i>=intSize ) i%=intSize;
return static_cast<size_t>(i);

3

inline double Ising2D::Rand01()
{

return rand() /RANDMAX1;

}

inline bool Ising2D::Metropolis(double de,double temper)
{
if ( temper!=0 ) {
de/=temper;
return ( de<=0 ) 7 true:( RandO01()<exp(-de) );
} else return ( de<=0 ); // temper —---> O+.

}

inline double Ising2D::0Onsager(double t)
{
if ( ( O<temper ) && ( temper<1.0 ) ) {
temper=exp(-abs(J2/temper)) ;
temper=1.0 - pow(2.0*temper/(1.0 - temper*temper),4.0);
return ( temper<=0 ) 7 O:pow(temper,0.125);
} else return ( temper<=0 );

}
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Ising2D::Ising2D(size_t lado) :vector<vector<signed char> >(lado)
{

const signed char uno=static_cast<signed char>(1);

size_t j;
for ( size_t i=0 ; i<size() ; ++i ) {
(*this) [i] .resize(size());
for ( j=0 ; j<size() ; ++j ) (xthis) [i] [j]l=uno;

intSize=static_cast<int>(size());
nSitios=size()*size();

3

double Ising2D::operator() () const
{

double suma=0;

size_t j;
for ( size_t i=0 ; i<size() ; ++i ) {

for ( j=0 ; j<size() ; ++j ) suma+=(xthis) [i] [j];
}

return suma;

inline const signed char& Ising2D::operator() (int i,int j) const

{
return (*this) [sizet(i)] [sizet(j)];
}

inline signed char& Ising2D::operator() (int i,int j)
{

return (*this) [sizet(i)] [sizet(j)];

}
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double Ising2D::termalize(int fila,double temper)
{

double de,suma=0;
Ising2D &m=(*this);

for ( int j=0 ; j<intSize ; ++j ) {
de=J2*m(fila, j)*(m(fila - 1,j) + m(fila + 1,j)
+
m(fila,j - 1) + m(fila,j + 1));
if ( Metropolis(de,temper) ) m(fila,j)=(-m(fila,j));
suma+=m(fila,j);

return suma;

}

double Ising2D::termalize(double temper)
{

double suma=0;

for ( int i=0 ; i<intSize ; ++i ) suma+=termalize(i,temper);

return suma;

}
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int main()
{
srand (6397U) ;
Ising2D m(45U);
const size_t taul=size_t(0.1*m.sitios());
const size_t tau=size_t(0.9*m.sitios());
const double factor=0.999,t0=2.0,tPare=0.1;
const unsigned long den=((unsigned long)tau)*m.sitios(Q);
double t=tO;

cerr<<setprecision(15)<<t<<’ ’<<m()<<endl;
double suma;
size_t n;
while ( t>=tPare ) {
for ( n=0 ; n<tau0 ; ++n ) m.termalize(t);
suma=0;
for ( n=0 ; n<tau ; ++n ) suma+=m.termalize(t);
cout<<t<<’ ’<<(suma/den)<<’ ’<<Ising2D::0Onsager(t)<<endl;

tx=factor;
}
for ( n=0 ; n<tau0 ; ++n ) m.termalize(0);
suma=0;

for ( n=0 ; n<tau ; ++n ) suma+=m.termalize(0);
cout<<0<<’ ’<<(suma/den)<<’ ’<<Ising2D::0nsager(0)<<endl;

return O;

¥

F.4.5. La Radiacién del Cuerpo Negro®

De los cursos de fisica elemental estamos familiarizados con el estudio ( y la
historia ) del equilibrio termodindmico, a una temperatura dada 7', de radiacién
electromagnética atrapada en un recipiente a temperatura 7.

El 19 de octubre del 1900, Max Planck propuso que U (v, T) ( la energia por
unidad de volumen y por intervalo de frecuencia v ) en equilibrio termodindmico
a la temperatura T viene dada por?

3

pr e (F.14)

UPlcmck (Vu T) X

20Parte de esta seccién estd basada en el articulo Einstein and the Quantum Theory,
A. Pais, Review of Modern Physics, Vol. 51, No. 4, pdgs. 863-914, October 1979.
21Planck M., 1900, Verh. Dtsch. Phys. Ges. 2, 202.
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donde h es la llamada constante de Planck??.

La propuesta (F.14) respondia a la necesidad de explicar los experimentos
recientes de Rubens y Kurlbaum?. En particular, era notorio que a medida que
las técnicas experimentales se refinaban podian observarse notorias discrepancias
con la llamada Ley Ezponencial de Wien?*:

Uwien (v, T) oc 1v* e~ /keT (F.15)

la cual coincide con la ley de Planck (F.14) en el limite de bajas temperaturas
o/y altas frecuencias ( hv > kgT ).

Diversas experiencias posteriores mostraron que la ley de Planck (F.14) era
siempre un mejor ajuste de los datos experimentales que la ley de desplazamiento
de Wien (F.15). Confrontados con esta situacién, Planck y la comunidad cientifica
de la época (> 1900 ) enfrentaron el reto de desarrollar un esquema tedrico que
explicara la ley de Planck en vista de su extrema concordancia con los resultados
experimentales. Parte de la dificultad tedrica era que la fisica clasica ( ecuaciones
de Maxwell, etc... ) permitia visualizar la radiacién electromagnética como un
gas de osciladores armoénicos con relacién de dispersion

wy = 2nvp = ck, ( c es la velocidad de la luz ) (F.16)

tal que la prediccion de la mecanica estadistica clésica corresponde al teorema
de equiparticion de la energia. Este resultado es conocido como ley de Rayleigh—
Jeans?

Urs (v, T) x *T (F.17)

la cual coincide con la ley de Planck (F.14) en el limite de altas temperaturas o/y
bajas frecuencias ( hv < kgT' ).

El resto de la historia es bien conocida y condujo a la cuantizacion del campo
electromagnético:

La radiacion electromagnética puede describirse como un conjunto de
particulas y su energia es discreta de acuerdo a:

1
En:<n+§)hl/, n=0,1,2,...

22En 1860, Kirchhoff mostré que la energia por unidad de volumen y por unidad de intervalo
de frecuencia es una funciéon de v y T e independiente de las caracteristicas particulares del
cuerpo que aloja la radiacién electromagnética: U (v, T). Tal resultado se conoce como Teorema
de Kirchhoff y Kirchhoff desafié a la comunidad cientifica a encontrar tal funcién U (v, T).

ZRubens H. and F. Kurlbaum, 1900, Sitzungsber. Preuss. Akad. Wiss. Phys. Math. KI.,
p- 929.

24Propuesta por Wien en 1896 la cual es un caso particular de la Ley de Desplazamiento de
Wien ( U(v,T) o< v°F (v/T) ) propuesta en 1893.

% Derivada independientemente por Rayleigh en junio de 1900 y por Jeans en 1905.
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lo cual permite la interpretacién de “ un gas de n particulas llamadas
fotones donde cada una de ellas tiene energia hv ".

Puesto que:

= ¢l elemento de volumen en el espacio de vectores de onda—k satisface (de
acuerdo con la relacién (F.16) )

3,
dr oc 2 dv
= y la energia de un fotén es o v

se obtiene que el numero medio de fotones, de frecuencia v, en equilibrio termo-
dindmico a la temperatura T es, segun el ajuste original de Planck?® (F.14):

1

() Pranck = it 1 (F.18)

El propédsito fundamental de esta seccidn es:

1. Mostrar que el método de Recocido Simulado permite una deriva-
cién tedrica del resultado (F.18) con la ayuda de ciertas hipdtesis
razonables.

2. Mostrar una simulacién simple, en C++, de la termalizacion de un
gas de fotones, a la temperatura 7', mediante el método de Recoci-
do Simulado.

Derivacién Teérica ( Recocido Simulado )

Considere un gas de fotones los cuales describen radiacion electromagnética
de frecuencia v confinada a un recinto ( reservorio a temperatura 7' ) con el cual
puede intercambiar fotones de energia hv. Tal gas es sometido a los siguientes
supuestos:

I. La energia F, > 0 de un gas, que consiste de n fotones, solo depende del
nimero de fotones n > 0 y es una funcién creciente de este.

IT. Solo se permite la absorcién o emision de UTL fotén. Las probabilidades
por unidad de tiempo para absorber ( W; ) o emitir ( W} ) un fotén son
independientes de n y del tiempo ¢. Ademas, 0 < Wy < W).

26Ver detalles en algiin texto elemental de Fisica Estadistica.
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Con estas condiciones e introduciendo

P, (t): Probabilidad de que el gas, en el instante ¢, contenga ezacta-
mente n fotones.

podemos derivar una ecuacién de movimiento para {P, (¢)}:
P,(t+At) = P, ()W) At +P,y (1) WAL
+
P, (t) (1 — W;At) (1 — W At) n>1

Reemplazando esta en la definicién P, (t) = lima;_q [Py (t + At) — P, (t)] /At se
obtiene

Py (t) = WPy (8) = (Wi + W) P, () + WPy (1), n>1

La ecuaciéon de movimiento para Pg (t) puede obtenerse en forma similar pero es
interesante obsevar que ella puede derivarse por consistencia con la condicion de
normalizacién de {P,, (t)}: >0° P, (t) = 1, V¥ t. En efecto

—Po(t) = > 2_: [WiPpoa (8) = (Wi + W) Py (1) + W Py (1))
= WTiP () = (W + W) lZP )]
_|._

Wy |32 P (0) - Po (1) - Py 1)

= Wi = (Wi + W) [1=Po(t)] + W, [1—Pq(t) =Py (2)]

lo cual conduce a Pq (t) = —=W; P (t) + WPy (t) y, en resumen, las ecuaciones de
movimiento para {P, (t)} son:
Py (t) = —W;Pq(t)+ W Py (1) (F.19)

Po(t) = WiPuos(t) = (Wi + WP () + WP (), n21 (F.20)

Solo estamos interesados en las soluciones estacionarias ( P, (t) =0, Vn ) de (F.19)
y (F.20)?7 las cuales, por simplicidad, denotamos como P,, Vn. Estas satisfacen
I+ P = Y1+ Popa,  n2>1 (F.22)

2TEl conjunto de Ecs. (F.19) y (F.20) se conocen como Modelo de Erlang en el area de Teorfa de
Colas y surgi6 en 1909 en relacién con la naciente industria telefénica: Erlang A. K., Probability
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donde
_"

Las soluciones de (F.22) son de la forma P, o o™ donde « es una cantidad a ser
determinada por substitucién en (F.22):

( Note que 0 < v < 1 ) (F.23)

1+ a=7+a®> = (a—1)(a—7)=0 = (a=1 o a=7)

Por tanto, la solucion general es de la forma P, = A+ B4™. Ay B se determinan
con la Ec. (F.21) y la condicién de normalizacién > o> P, = 1. (F.21) conduce a

A+By=~v(A+ B) = A=0 = P, = By"

y la condicién de normalizacion 2 P, =1 a:

) 1
1:Bz'y":B— = B=1-—7~
n=0 1_,}/
Por tanto
Wi\ (Wi \"
P, =(1- "=1l—-—= = , =0,1,2,... F.24
S < Wl><Wl> " (F.24)

El ndmero medio de fotones (n) g, de acuerdo al método de Recocido Simulado
y para valores dados de W y W;, viene dado por

(M)ps = ipnnzi(l—v)v"nz(l—v)viiv”
e
b 1
<">R5_1—7_m_ (F.25)
Wi

W, /W, satisface ( de acuerdo a dos comparaciones ):

and Telephone Calls, Nys. Tiddskr. Mat., Ser. B, vol. 20, pags. 33-39, 1909. El lector interesa-
do en el tema puede consultar Elements of Queueing Theory with Applications, Thomas
L. Saaty, Dover Publications, Inc. New York 1961. Es interesante observar que en la misma época
se discutia la distribucién de energia de la radiacién del cuerpo negro que, como discutimos en
esta seccién, guarda relacion con las soluciones estacionarias del Modelo de Erlang. Ver, ademaés,

http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Erlang.html
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1. Con la condicién de equilibrio detallado (F.4), que es una de las bases del mé-
todo de Recocido Simulado, y haciendo uso de la condicién I ( ver pag. 233 ):

W o~ Enpi=BEn)/ksT (01,2 ...

2. Con el gjuste de los datos experimentales (n) p;,... T€alizado por Planck ( ver
expresiéon (F.18) ):

4%

1 — o w/keT (F.26)

W,

Estas comparaciones permiten inferir que

E,.—E,=h = E,=FEy+nhv, n=20,1,2... (F.27)

En conclusién, el método de Recocido Simulado predice correctamente
el nimero medio de fotones, en equilibrio termodindmico a la tempera-
tura T', para la radiacién electromagnética confinada y en contacto con
un reservorio a la temperatura 7'. Tal prediccion es aceptada una vez que
reconozcamos que la energia E, de un gas de n fotones estd cuantizada
de acuerdo a F,, = Ey + nhv o, equivalentemente, que la absorcién o
emisién de un fotén involucra un cuanto de energia hv.

La escogencia de W; /W, equivale a seleccionar la temperatura ( o
definir una nueva escala ) T' de acuerdo a

B hv
In (W /W)’

Note que es intuitivamente incorrecto imaginar que, puesto que W, > W,
(n) pg — 0 cuando el nimero de transiciones N' — oo ( o el tiempo t — oo ). En
realidad, puesto que n esta acotado inferiormente ( n > 0 ) ello genera una especie
de efecto compensatorio que es responsable de la generacién de una situacion de
equilibrio lo cual representa, por razones obvias, una situacion afortunada.

El lector podra observar que el proceso descrito arriba es similar al de una par-
ticula que realiza saltos unidimensionales ( con desplazamientos 1 ) y confinada a
la regién {n 3 n =0,1,2,...} ( semieje positivo ). Siguiendo la analogia podemos
escribir, para este caso, una especie de energia libre de Helmholtz F:

L i) A N R

n=0

kT ( Ver Ec. (F.26) )

N——
CCE?? (LT)? “S”

donde W equivale a W, . Esperamos que el lector estudie en detalle esta analogia.
- 1
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Simulacién de UTY gas de fotones ( Recocido Simulado )

La simulacion, mediante el método de Recocido Simulado, del proceso de
equilibrio termodinamico de un gas de fotones a la temperatura T, es bastante
simple puesto que solo necesitamos el ajuste de una variable: El nimero n de
fotones.

En una simulacién, cuando v es un valor dado, escogemos a hv/kg como
unidad de temperatura tal que T es adimensional y, de acuerdo al algoritmo de
Metropolis (F.6),

1
T=— Nz — P= e UT donde
el P =W At = 1

P;| son las probabilidades de transiciéon en cada iteracién.
Dado un valor de n ( el nimero de fotones en el gas ):

1. Escogemos, con probabilidad 1/2, si disminuimos (n —-n—1sin>0) o
aumentamos ( n — n+ 1), en una unidad, el nimero de fotones. Para ello,
generamos un numero r con una distribucién de probabilidades uniforme
en el intervalo [0,1). Si r < 1/2 se escoge “ disminuir ” y en caso contra-
rio (7 >1/2) se escoge “ aumentar ”.

2. Si en el paso anterior se escogié disminuir el nimero n de fotones, ello se
realiza ( puesto que E,,_y < E, ) a menos que n = 0.

3. En caso contrario; si se escogié incrementar el nimero n de fotones, ello se
realiza con probabilidad e~T. Para ello, generamos un niimero R con una
distribucién de probabilidades uniforme en el intervalo [0,1). Si R < e /7
se incrementa el nimero de fotones y en caso contrario ( R> e UT ) el
nimero de fotones permanece inalterado.

El programa fotones0.cc ( ver pdg. 238 ), en C++, repite 10° veces los pasos
anteriores tanto para termalizar el gas como para medir la distribucién de pro-
babilidades P, a la temperatura adimensional 7' = 20. El gran ntimero de itera-
ciones reduce, en gran medida, las fluctuaciones esperadas al considerar un solo
gas. Asi mismo, el programa mencionado arriba generé los datos que permitieron
construir la Figura F.5 ( ver pag. 240 ).
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// fotonesO.cc
#include<cmath>
#include<cstdlib>
#include<ctime>
#include<iostream>
#include<vector>

using
const
const
const
const
const

void inicialize(vector<size_t> &v,size_t &n);

inline double rand01() // Retorna un numero "al azar" en [0,1)

{

namespace std;

double RANDMAX1=floor (RAND_MAX + 1.5);
double T=20.0;

double PABSORCION=exp(-1.0/T);

double P0O=1.0 - PABSORCION;

size_t NITER=100000U;

return rand() /RANDMAX1;

}

inline void transicion(size_t &n)

{

else

¥

// temperatura

// P_{0%}

if ( rand01()<0.5 ) { if ( n>0 ) --n; } // emision

if ( rand01()<PABSORCION ) ++n;

// absorcion

238
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int main()
{

size_t n;
vector<size_t> v;
inicialize(v,n);

for ( size_t i=0; i<NITER ; ++i ) { // Midiendo
transicion(n);
if ( n<v.size() ) ++v[n]; else v.push_back(1U);
}
double nMedio=0,p=P0,pn;
for ( n=0 ; n<v.size() ; p*=(++n,PABSORCION) ) {
pn=double(v[n])/NITER;
nMedio+=pn*n;
cout<<n<<’ ’<<pn<<’ ’<<p<<endl;

}
cerr<<"\n<n> simulado = "<<nMedio<<endl;
cerr<<"<n> teorico = "<<(PABSORCION/P0O)<<endl;
return O;
}

void inicialize(vector<size_t> &v,size_t &n)

{

srand(size_t(time((time_t *)0)));

size_t nMax=0;

for ( size_t i=((n=0),0) ; i<NITER ; ++i ) { // Termalizando
transicion(n);
if ( n>nMax ) nMax=n;

v.resize(++nMax,0) ;

}

El resultado que genera este programa es ilustrado y comentado ( en la leyenda
de la figura ) en la Figura F.5.
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Simulacién ( Recocido Simulado )

Pn vs. n (atemperatura T =20)

0.05 —

0.04

0.03

0.02

0.01

O IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII'I'IIIIIIIII
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100 105
n: Nimero de fotones

Figura F.5: Simulacién, mediante el método de Recocido Simulado del equilibrio
térmico de un gas de fotones a la temperatura ( adimensional ) 7" = 20, de la
probabilidad P, de encontrar exactamente n fotones en el gas. Los simbolos +
describen el resultado de la simulacion mientras la linea continua es el resultado
tedrico (F.24). Durante el proceso de simulacién se realizaron 200.000 iteracio-
nes: a) Las primeras 100.000 termalizan el gas y proporciona informacién ttil al
programa, en C++, fotones0.cc, b) mientras las restantes describen el proceso
de medida. P, ( simulado ) se toma como la fraccion de visitas a un valor dado
de n. Asi mismo, el programa fotones0.cc gener¢ los valores (n) . . = 2245
Y (1) togrico = 19,50.. En particular, los datos simulados pueden considerarse como
el resultado de un experimento tal que una temperatura efectiva, como resultado
de un ajuste, puede derivarse mediante el uso, por ejm. .., del Método de Minimos
Cuadrados. ijj El lector deberia intentar este ultimo esfuerzo !!!.
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Simulacién de la distribucién de energia de un gas de fotones ( Recocido
Simulado )

Esta seccion es similar a la anterior salvo que consideraremos un conjunto
de Ng gases de fotones ( ensemble ) y, a una temperatura dada 7', simulamos la
distribucion de energias como una funcion de la frecuencia v

3

U(V,T) = m, h:kB:]_

(U((v,T), vy T son adimensionales )

El nimero medio de fotones (n)ps (v) para un valor dado de la frecuencia v y
un valor constante de la temperatura T" viene dado ( con el proceso de Recocido
Simulado ) por

1 Ne—1 1 To+7—1 s
(s (V) = 37 D [— > m <t>] tal que  Ups (1, 7) = v° (n) s (v)
£

/=0 t=T1o

ne (t) es el nimero de fotones, en la iteracién t—ésima o instante de tiempo t,
en el elemento f—ésimo del ensemble de gases de fotones. El programa, en C++,
fotonesl.cc ( ver pag. 242 ) realiza esta simulacién con los parametros:

T =10, Ne =100, To = 7 = 10000

Como es usual, 7y es el nimero de iteraciones ignoradas ( no participan en el
proceso de “ medida ” ) y sirven al propésito de termalizacién de los diferentes
gases en el ensemble mencionado arriba.

En particular, somos breves puesto que los detalles han sido expuestos en
la seccién anterior y otros detalles pertinentes pueden inferirse del programa ( en
C++ ) fotonesl.cc ( ver pag. 242 ). El resultado puede observarse en la Figura F.6
( ver pag. 245 ).
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// fotonesl.cc

#include<cmath>

#include<cstdlib>

#include<ctime>

#include<iostream>

#include<vector>

using namespace std;

/xkokkskokkkokskokkkokkkokkkkkclase GasFotoneskkskskkskskokskokskkokkkkkk /
class GasFotones

{
private:
size_t n; // Numero de fotones
static const double RANDMAX1;
public:
// Constructores
explicit GasFotones(size_t nFot=0): n(nFot) {}
// Metodos
static double Rand01();
static double U(double nu,double temper) ;
const size_t& fotones() const { return n; }
size_t& fotones() { return n; }
double termalize(double pAbsorcion,size_t tau0);
GasFotones& transicion(double pAbsorcion);
};

const double GasFotones::RANDMAX1=floor (RAND_MAX + 1.5);
/F ook kokokokokokokokokokokokokokskokookokokookokokkokokokok ok kokokokkokokokok sk okok ok /

const double DNU=0.05; // Incremento de energia.
const double T=10.0; // Temperatura.

const double MAXNU=10.0%T; // Energia ( nu ) maxima.
//

const size_t NGASES=100U; // Numero de gases en el

// "ensemble".
const size_t TAUO=NGASES*NGASES;
const size_t TAU=TAUO;
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int main()
{

cout<<0<<’ ’<<0<<’ ’<<0<<endl;

vector<GasFotones> g(NGASES);

const unsigned long total=((unsigned long)TAU)*g.size();

double n,pA;

size_t 1i;

for ( double nu=DNU ; nu<=MAXNU ; nu+=DNU ) {
pA=exp(-nu/T) ;
for ( i=0 ; i<g.size() ; ++i ) gli].termalize(pA,TAUO);
for ( i=((n=0),0) ; i<g.size() ; ++i )

n+=g[i] .termalize(pA,TAU);

cout<<nu<<’ ’<<(nu*nu*nu*(n/total))<<’ ’;
cout<<GasFotones: :U(nu,T)<<endl;

return O;

}

/**kxxkxkkxkkxkkImplementacion de class GasFotoneskkkkskkkkkkkkk/
// Retorna un numero "al azar" en [0,1)

inline double GasFotones: :Rand01()

{

return rand() /RANDMAX1;

}
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double GasFotones::U(double nu,double temper) // U(nu,T) teorico
{
if ( temper!=0 ) {
temper=nu/temper;
double temp;
if ( temper<0 ) {
temp=exp (temper) - 1.0;
if ( temp!=0 ) return (nuwknu*nu)/temp;
} else if ( temper>0 ) {
temper=exp (-temper) ;
temp=1.0 - temper;
if ( temp!=0 ) return (nuknu*nukxtemper)/temp;

return O;

¥

inline GasFotones& GasFotones::transicion(double pAbsorcion)

{
if ( Rand01()<0.5 ) { if ( n>0 ) --n; } // emision
else if ( Rand01()<pAbsorcion ) ++n; // absorcion

return *this;

¥

double GasFotones::termalize(double pAbsorcion,size_t tau0)
{
srand(size_t(time((time_t *)0)));
double suma=0;
while ( tau0>0 ) {
suma+=transicion(pAbsorcion) .n;
—-—tau0;

return suma;

}
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Distribucion de Energia del Cuerpo Negro
Recocido Simulado: Algoritmo de Metropolis (T =10)
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Figura F.6: Simulacién, mediante el método de Recocido Simulado ( Algoritmo
de Metropolis ) de la distribucién de energia de la radiacién del cuerpo negro ( en
unidades adimensionales ). Los valores simulados “ x 7 pueden considerase como
“ datos experimentales ” a ser ajustados o/y suavizados para establecer compa-
raciones con el resultado tedrico. Por ejm..., un método de minimos cuadrados
determinaria la mejor temperatura efectiva Tty que reproduce la expresién tedrica.
Esta temperatura deberia ser similar a la temperatura actual T' = 10. | Lo dejamos
como un ejercicio interesante para el lector !.
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Ejercicio F.1

Este ejercicio es similar a la discusién tedrica del recocido simulado
(ver pag. 233 ) salvo que el proceso termina la primera vez que la variable
en estudio n se anula. El propésito es discutir, por ejm..., la conducta
de un jugador que apuesta contra una maquina que se comporta como un
reservorio infinito de dinero y por lo tanto nunca se retira del juego.

SOLUCION: Si denotamos con P, (t) a la probabilidad de que el jugador posea una

cantidad de dinero n en el instante t, estas obedecen?®:

Po(t+At) = Po(t)+ Py (t) W AL
Pi(t+At) = Py(t)(1—W AL (1 - WAL + Py (t) WAL

P,(t+At) = P, (t) WAt + P, () (1 — W At) (1 — Wi At)
+
P, (£) W At n>2

las cuales en el limite At — 0 se reducen a:

Po(t) = WPy ()
Py (t) = — (W, +W;)Py(t) + W Py (1)
Po(t) = WiPoy(t) = (W, + W) Py () + W Ppy (t) n>2

Denotemos con {P,} al conjunto de soluciones estacionarias ( P, (t) =0, Vn )
de {P,, (1)} las cuales satisfacen:

0 = WLPI
0 = —(W, +W;) P+ WP

280bviamos los detalles puesto que el razonamiento es similar al de la seccién citada arriba
( ver pag. 233 ).



APENDICE F. RECOCIDO SIMULADO 247

Salvo en el caso no importante y trivial W = W; = 0, se obtiene:

WL%O @) WT#O

1, sin=20 (F.28)
P, =
0, sin >0

lo cual significa que

El jugador pierde eventualmente todo su dinero. En otras
palabras, el jugador pasa eventualmente por la situacién en
que n = 0 en cuyo caso el juego termina inmediatamente.



